
 35

88. Să se demonstreze că: 

a) 11 6 2 3 2 2+ − − ∈ ℕ; 

b) 
1 1 1 19

...
202 1 1 2 3 2 2 3 100 99 99 100

+ + + <
+ + +

; 

c) 2 2x 8x 25 4x 12x 25− + + + + > 7, x ∈ ℝ. 

Etapa locală, GalaŃi, 2013, prof. Romeo Zamfir (prelucrare) 
89. Fie a, b > 0. DemonstraŃi că: 

a) (a3 + 1)(b3 + 1) ≥ (a2b + 1)(b2a + 1); 
 b) a3b3 + 1 ≥ ab(a + b) pentru a, b ≥ 1 sau a, b ≤ 1. 

Etapa locală, GalaŃi, 2013, prof. Vasile Popa 

90. a) CalculaŃi 
1 1 1

S ...
1 2 2 1 2 3 3 2 n n 1 (n 1) n

= + + +
+ + + + +

, n ∈ ℕ*. 

b) ArătaŃi că 1 2 2 3 ... n(n 1) n(n 1)⋅ + ⋅ + + + < + , n ∈ ℕ*. 

Etapa locală, Caraş-Severin, 2013, RMCS 39/2012, prof. LaurenŃiu Panaitopol 

91. a) DemonstraŃi inegalitatea: 2 2 3
x xy y (x y)

2
+ + ≥ + , pentru orice numere reale 

pozitive x, y. 

 b) DeduceŃi că 
2 2 2 2 2 2x xy y y yz z z zx x 1 1 1

3
xy yz zx x y z

+ + + +  + +
+ + ≥ + + 

 
, 

oricare ar fi numerele reale pozitive x, y, z. 
Etapa locală, Suceava, 2013 

92. Numerele reale strict pozitive x şi y verifică inegalitatea 2 x y (x 1)(y 4)+ ≥ + + . 

CalculaŃi media geometrică a numerelor x şi y. 
Etapa locală, BistriŃa-Năsăud, 2013 

93. a) Fie a şi b două numere reale pozitive. ArătaŃi că a a b b a b b a+ ≥ + . 
b) ArătaŃi că, pentru orice număr natural nenul n, are loc inegalitatea: 

1 1 1 1
... 1

2 2 1 1 3 3 2 2 (n 1) n 1 n n n 1
+ + + < −

+ + + + + +
. 

Etapa locală, Botoşani, 2013 
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IV.IV.IV.IV.    ECUAłIIECUAłIIECUAłIIECUAłII    ŞI IŞI IŞI IŞI INNNNECUAłIIECUAłIIECUAłIIECUAłII    

1. Să se rezolve în mulŃimea numerelor naturale ecuaŃia: 
y2 + y – 10 = (x2 + 3x) ⋅ (x2 + 3x + 1). 

Etapa locală, Brăila, 2008, prof. Liliana Stoian 
2. Să se determine x, y, z ∈ ℕ astfel încât: 

2x + 3y + 4z + 26 = 4z483y361x22 −+−+− . 

Etapa locală, Buzău, 2008 

3. RezolvaŃi în mulŃimea numerelor întregi ecuaŃia: 4
4

3x

3

2x
=




 +
+




 +
, unde [a] 

este partea întreagă a numărului real a. 
Etapa locală, IalomiŃa, 2008 

4. a) DeterminaŃi x ∈ ℝ astfel încât are loc egalitatea: 
1x

1x
x 4

2

+
+

= . 

 b) RezolvaŃi sistemul format din ecuaŃiile: 115y6x2 =+− şi 23x4y2 =++ . 

Etapa locală, Sălaj, 2008 
5. DeterminaŃi numerele distincte a şi b, ştiind că [a, b] ∩ ℤ = {a, b}, iar 4b2 + 9a2 –  

– 12b + 6a – 7 = 0. 
Etapa locală, Bacău, 2009 

6. Să se rezolve ecuaŃia |1x3|2
x6

1x3

1x3

x6
−−=

+
+

+
. 

Etapa locală, Bucureşti, 2009, prof. Vasilica DilimoŃ-NiŃă 
7. Să se determine numerele întregi nenule a şi b, pentru care:  

a

1b

b

1a −
=

+
şi 

3 4
2

a b
+ = . 

Etapa locală, Caraş-Severin, 2009, prof.Ovidiu Bădescu 

8. Să se rezolve în ℝ ecuaŃia: n
1n

nx
...

4

3x

3

2x

2

1x
=

+
+

++
+

+
+

+
+

, unde n ∈ ℕ*,  

n fixat. 
Etapa locală, Giurgiu, 2009, G.M. 9/2007, prof. Luca TuŃă 

9. a) RezolvaŃi în ℝ ecuaŃia {x}2 + 2x ⋅ min(x, [x]) = (x + 3)(x – 5) + 2x + 24, unde 

{x} este partea fracŃionară a lui x, iar [x] este partea întreagă a lui x. 
 b) Numerele naturale a, b, c reprezintă lungimile laturilor unui triunghi dreptun-

ghic, a > b > c. DemonstraŃi că 
cba

bc2

++
este număr natural. 

Etapa locală, IalomiŃa, 2009 
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10. a) RezolvaŃi în mulŃimea numerelor întregi ecuaŃia: 2x + xy – y2 = 13. 
  b) ReprezentaŃi graficul funcŃiei f: (–∞, 0] ∪ {2, 3}, f(x) = –x + 3 şi rezolvaŃi ine-

cuaŃia 2
2x

)x(f
≤

+
. 

Etapa locală, IalomiŃa, 2009 

11. DeterminaŃi numerele naturale n, pentru care 37n8n2 ++ ∈ ℚ. 

Etapa locală, Iaşi, 2009 

12. a) ArătaŃi că nu există x ∈ ℝ astfel încât 2x
2

3
x|3x| −=−+− . 

 b) Dacă x ∈ [–1, 3] şi y ∈ [–2, 7], atunci x2 + 2x + y2 – 4y aparŃine intervalului [–5, 36]. 
Etapa locală, Maramureş, 2009, G.M. 4/2008, prof. Alexandru Vele 

13. DeterminaŃi a, b, c ∈ ℕ care satisfac relaŃia:  

a + 2b + 3c + 41 = 4 a 1+ 1c3101b26 ++++ . 
Etapa locală, NeamŃ, 2009, prof. Ion Ivan şi Ioan MihuŃ 

14. DeterminaŃi x, a, b care satisfac egalităŃile: ab4231453 )x()1x( =+− . 

Etapa locală, Olt, 2009, prof. Ioana NiŃu şi Victoria Negrilă 
15. a) DemonstraŃi că ecuaŃia (x + 1)(x + 2) = y(y + 2) nu are soluŃii în ℕ × ℕ. 

  b) DemonstraŃi că ecuaŃia (x + 1)(x + 2) = (y + 2)(y + 3) are o infinitate de soluŃii 

în ℕ × ℕ. 

Etapa locală, Vâlcea, 2009, prof. Damian Marinescu, G.M. 
 

16. DeterminaŃi soluŃiile naturale ale ecuaŃiei: 

41zyx4z103y82x6 +++=−+−+− . 

Etapa locală, Braşov, 2010, G.M. 2/2009 

17. DeterminaŃi numerele reale x, y, z, dacă x + y + z = 6 şi xy + xz + yz = 12. 
Etapa locală, BistriŃa-Năsăud, 2010, Brăila, 2010 

Prof. Gheorghe Parancea, G.M. 6/2009 
18. DeterminaŃi cel mai mic număr real k, ştiind că ecuaŃia:  
x y k

x 2009
2

+ −
= − 2010y ++ are soluŃii reale. 

Etapa locală, Covasna, 2010 
19. Fie a, b ∈ ℕ*. DemonstraŃi că ecuaŃia (n + 23)a = (n + 5)b are soluŃii n ∈ ℕ* dacă şi 

numai dacă 
3

2

b

a
= . 

Etapa locală, DâmboviŃa, 2010, prof. Călin Burduşel 

20. Să se rezolve ecuaŃia 1006
2010

2009x
...

6

5x

4

3x

2

1x
x =

+
++

+
+

+
+

+
+ . 

Etapa locală, MehedinŃi, 2010 
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21. RezolvaŃi în mulŃimea numerelor întregi ecuaŃia: |5x2|x4520x 22 +=−+− . 

Etapa locală, Sibiu, 2010, G.M. 
22. DeterminaŃi perechile de numere naturale (a, b) care verifică egalitatea: 

|b21a2|aa2bb2a 22 −+++=−+ . 

Etapa judeŃeană, 2010, prof. Adriana şi Lucian Dragomir 
23. DeterminaŃi numărul natural n, pentru care: 

 10
)1n(n2)1n2(

1
...

625

1

223

1
=

+++
++

+
+

+
. 

Etapa locală, BistriŃa-Năsăud, 2011, E: 1013 Sup. G.M./2010 
24. Să se determine numerele naturale n, pentru care există numerele întregi a, b, c, 
astfel încât n2 = a + b + c şi n3 = a2 + b2 + c2. 

Etapa locală, GalaŃi, 2011, prof. Visilina GuiŃa  

25. DeterminaŃi numerele întregi a şi b, pentru care: 










+

−
+

+

−

b2

b2

a2

a2
∈ ℤ. 

Etapa locală, Caraş-Severin, 2011, RMCS 28/2009 
26. Dacă x ∈ (–3, 5) şi y ∈ (–1, 6), arătaŃi că numărul: 

16y8x8xy2yx121y22x22xy2yxa 2222 +++++++−−++=  

este număr natural. 
Etapa locală, Caraş-Severin, 2011, prof. Vasile Chiş 

27. Să se determine x ∈ [13, ∞) pentru care: 14x65x4x4x =−−++−− . 
Etapa locală, MehedinŃi, 2011 

28. AflaŃi numerele reale x, y, z şi a, astfel încât:  

x + y + z = 1 – a; xy + xz + yz = 
2

a2 2+
. 

Etapa locală, MehedinŃi, 2011 

29. a) CalculaŃi: 
2

x

1

27

1








− . 

  b) RezolvaŃi în ℕ* × ℕ* ecuaŃia 
27

1

y

1

x

1
=+ . 

Etapa locală, Suceava, 2011, prof. Laura Schroder 

30. AflaŃi numerele reale a, b, c, ştiind că [a, b] ∩ ℤ = {a, b, c} şi că a2 + b2 – 2b – a = 3. 

Etapa locală, Bihor, 2011 

31. Să se rezolve în ℝ ecuaŃia: 4044121{x}2 – 2011x – 2011{x} + 2011 = 4038090 ⋅  

⋅ [x] + 2010, unde {x} reprezintă partea fracŃionară a lui x, iar [x] reprezintă partea 
întreagă a lui x. 

Etapa locală, Olt, 2011, prof. Iuliana Traşcă 
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32. Fie a şi b două numere raŃionale diferite, a ≥ 0. Considerăm mulŃimea A = {x1, x2, 

x3, x4, x5}, unde x1 = a, x2 = b şi 
n)2n(

xnx)2n(
x 2nn

1n ++
⋅++

= +
+ , oricare ar fi n ∈ {1, 2, 3}. 

 a) ExprimaŃi în funcŃie de a şi b elementele mulŃimii A. 

 b) Dacă A – {a, b} ⊂ ℕ şi b < 1, determinaŃi numărul a. 

Etapa locală, Bucureşti, 2011, prof. Mircea Fianu 
33. DeterminaŃi numerele reale strict pozitive a, b, c, ştiind că: 

6c2410cb206ba1212a ≤−++−++−+ . 

Etapa locală, Botoşani, 2011 

34. AflaŃi numărul natural n, pentru care: 20221n1n −=−−+ . 
Etapa locală, Argeş, 2011, prof. Ionel Tudor, G.M. 11/2010 

35. AflaŃi numerele x şi y, pentru care expresia E(x, y) = 5x2 + 4xy + y2 + 6x + 6y +  
+ 33 are valoare minimă şi precizaŃi această valoare. 

Etapa locală, Sălaj, 2011 

36. a) DemonstraŃi că 3a2 – 2a + 3 ≥ 
3

8
, pentru orice număr real a. 

  b) DeterminaŃi numerele reale x şi y cu proprietatea că:  
(x2 – x + 1)(3y2 – 2y + 3) – 2 = 0. 

Etapa judeŃeană,, 2011 

37. a) Să se rezolve în mulŃimea numerelor naturale ecuaŃia: 
x2 ⋅ y + x ⋅ y2 = 2x2 + 2y2 – 32. 

b) AflaŃi numerele x, y, z ştiind că: 
2

x y z 4

2xy 2x z 9

+ + =


− − =
. 

Etapa locală, Buzău, 2012 
38. RezolvaŃi ecuaŃia: 1 + [x] = [px], unde p este un număr natural, iar [a] reprezintă 
partea întreagă a lui a. 

Etapa locală, Dolj, 2012, G.M. 7-8-9/2010 
39. Dacă [x] reprezintă partea întreagă a lui x, să se rezolve ecuaŃia:  

x 2 x 1

3 3

 + −
= 

 
. 

Etapa locală, Gorj, 2012 

40. Fie x2 + xy + x = 14 şi y2 + xy + y = 28, unde x, y ∈ ℕ. DeterminaŃi suma numere-

lor x şi y. 
Etapa locală, Covasna, 2012 

41. Fie ecuaŃia 2[x] + [y] + 1 – 9 ⋅ 2[x] = 2012, cu (x, y) ∈ ℝ × ℝ, unde prin [a] s-a notat 

partea întreagă a numărului real a. 

a) DovediŃi că perechea ( )2 2; 8,3  este soluŃie a ecuaŃiei. 

b) RezolvaŃi ecuaŃia pentru x > 0, y > 0. 
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c) ArătaŃi că pentru x < 0, y < 0 ecuaŃia nu are soluŃii. 
Etapa locală, Suceava, 2012, prof. Ecaterina HuluŃă 

42. Să se rezolve în mulŃimea numerelor reale ecuaŃia: 
5(2x2 + y2) + 6y ⋅ (2x + 1) = 4x – 13. 

Etapa locală, Timiş, 2012, G.M. 
 

43. Fie a, b, c ∈ ℤ şi x = 2005a+b–2c, y = 2005b+c–2a, z = 2005c+a–2b. DemonstraŃi că:  

1 1 1

1 x xy 1 y yz 1 z zx
+ +

+ + + + + +
 = 1. 

„Argeşgim”, Piteşti, 2008, prof. Angela Ion 
44. DeterminaŃi perechile de numere întregi nenule (x, y) care satisfac relaŃia: 

1 1 1
2 1

x y xy

 
− = ⋅ − 

 
. 

Etapa locală, Maramureş, 2012 (S.E. 11323 adaptare) 

45. Să se determine a ∈ ℝ astfel încât ecuaŃia |||x| – a| – 5| = 4 să aibă exact cinci soluŃii. 

Etapa locală, Ilfov, 2012 
46. DeterminaŃi numărul de perechi de numere naturale (m, n), m < n, care verifică 

egalitatea 
3 1 1

8 m n
= + . 

„Jose Marti”, Bucureşti, 2012 

47. Să se rezolve în ℝ × ℝ ecuaŃia 2x 4 15 2y 4 15 5 10 9 6⋅ + − ⋅ − = + . 

„Petru Moroşanu”, 2010, prof. Constantin Apostol 
48. DeterminaŃi numărul a cu proprietatea că (a2 + 2a – 3)3 + (a2 – 2a – 15)3 = 8(a2 – 9)3. 

„Alexandru Myller”,, 2011 

49. a) RezolvaŃi în mulŃimea numerelor reale ecuaŃia 
1 2x 3

[x 1] x
2 2

+ + + + =  
. 

prof. Gheorghe Fianu 
 b) Fie n ∈ ℕ* şi x1, x2, …, xn ∈ {–2013; 2013}. Să se determine mulŃimea numere-

lor naturale n pentru care este adevărată egalitatea: x1x2 + x2x3 + … + xn–1xn + xnx1 = 0. 
Etapa locală, Călăraşi, 2013, prof. Lucian IoniŃă 

50. DeterminaŃi numărul natural xy  pentru care 
1

0, xy
xy 1

=
−

. 

Etapa locală, Dolj, 2013, G.M. 6/2010 

51. ArătaŃi că dacă 3a2 + 3b2 – 2a – 14b + 
46

3
= 0, unde a, b ∈ ℝ, atunci 

4

3
 ≤ a + b ≤ 4. 

Etapa locală, Dolj, 2013 
52. DeterminaŃi numerele întregi x şi y pentru care x2 – 5y = 8. 

Etapa locală, Caraş-Severin, 2013, prof. Ovidiu Bădescu, RMCS 40/2012 
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53. AflaŃi x, y ∈ ℝ astfel încât 
x y

x 1936 y 1936
88

+
− + − = . 

Etapa locală, Gorj, 2013 
54. M-am gândit la un număr, l-am adunat cu 3, rezultatul l-am ridicat la pătrat, noul 
rezultat l-am împărŃit la 4, din rezultatul obŃinut am scăzut numărul cu 2 mai mare de-
cât numărul la care m-am gândit, din rezultatul astfel obŃinut am extras rădăcină pătra-
tă şi am obŃinut ca rezultat final 8. La ce număr m-am gândit? 

Etapa locală, Covasna, 2013 

55. Să se rezolve în ℤ ecuaŃia: 2 2 2x y 4x 6y 17 z 2z 2+ − + + + − +  = 3. 

Etapa locală, Covasna, 2013 

56. Se consideră expresia E(x) = ax2 + bx + c, unde a, b, c ∈ ℝ. DeterminaŃi numerele 

a, b şi c, ştiind că E(x) ∈ ℚ, oricare ar fi x ∈ ℝ \ ℚ şi E(2013) = 2013. 

Etapa locală, Bucureşti, 2013, prof. Cosmin NiŃu 

57. RezolvaŃi în numere întregi ecuaŃia: 
2 2 2 2

1 1 1

2x y x y x y x y
+ = −

+ + + + − +
. 

Etapa locală, DâmboviŃa, 2013, R.M.T. 4/2009 
58. a) DeterminaŃi numerele reale x, y, z, ştiind că x + y + z = 6 şi xy + xz + yz = 12. 

 b) ArătaŃi că numărul S = 63 + 133 + 203 + … + (7n – 1)3 + 15n se divide cu 7,  

∀ n ∈ ℕ*. 

Etapa locală, Vrancea, 2013 

59. Să se arate că pentru oricare a, b ∈ ℕ are loc inegalitatea: 
2 2a b a b

4 2 4 3 2 3

⋅
+ ≥

+
. 

Etapa locală, Harghita, 2013 

60. a, b, c ∈ ℚ* şi 
1 1 1

a b c
+ +  = abc. Să se arate că numărul:  

2 2 2 2 2 2(1 a b )(1 b c )(1 c a )+ + +  este raŃional. 

Etapa locală, Teleorman, 2013  

61. DeterminaŃi x, y, z ∈ ℝ care verifică relaŃiile: 

2 2 225x 20y 13z 1952

3xy 6yz 4zx 488

x y z 18

 + + ≤


+ + =
 + + =

. 

Etapa locală, Teleorman, 2013, prof. Mihai Bogdan 

62. DemonstraŃi că nu există numere naturale x, y, z pentru care x + 3y + 5z = 2012 şi 
x2 + y2 + 3z2 = 2013. 

Etapa locală, Mureş, 2013 
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63. RezolvaŃi ecuaŃiile: 

a) 
10x 5x 1

5x 1
5x 1 10x

+
+ + −

+
 = 2, x ∈ ℝ \ 

1
, 0

5
 − 
 

; 

b) x3 – 4x + 4 = 
4x

4
. 

Etapa locală, Timiş, 2013, RMT 1/2013 
64. RezolvaŃi ecuaŃia (x + y)2 – 2(x – 2)(y + 1) + 1 = 0. 

Etapa locală, Vrancea, 2013, RMI ConstanŃa 1/2011, prof. Vasile Tarciniu 

65. Fie x, y, z numere reale astfel încât 
xyz

x y+
 = –1, 

xyz

y z+
 = 1 şi 

xyz

z x+
 = a, unde  

a > 
1

2
 este un număr real. DeterminaŃi produsul xyz. 

Etapa locală, IalomiŃa, 2013, prof. Marin Chirciu, G.M. 11/2012 
66. a) RezolvaŃi în mulŃimea numerelor naturale ecuaŃia:  

xyz – xy – xz – yz + x + y + z = 2014. 
  b) DemonstraŃi că există a, b, c, d numere naturale nenule şi distincte, astfel ca: 

2013 = a2 – b2 – c2 + d2. 
Etapa locală, Sibiu, 2013, prof. Petru Vlad 

67. a) Să se arate că 
2 2

1 1
1

k (k 1)
+ +

+
∈ ℚ, ∀ k ∈ ℕ*. 

  b) Să se rezolve în ℝ ecuaŃia: 

2 2 2 2 2 2

3 1 1 1 1 1 1 2012
1 1 ... 1 x

2 2 3 3 4 2012 2013 2013
+ + + + + + + + + + = + . 

Etapa locală, Giurgiu, 2013 
68. DeterminaŃi tripletele de numere întregi (x, y, z) cu proprietatea că: 

x2 + y2 + z2 = 16(x + y + z). 
Etapa judeŃeană, 2013 

69. DeterminaŃi toate numerele reale x pentru care numărul 
2

2x 1
a

x 2x 3

+
=

+ +
 este nu-

măr întreg. 
Etapa judeŃeană, 2013 
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GEOMETRIE 

I.I.I.I.    PAPAPAPARRRRALELISM ÎALELISM ÎALELISM ÎALELISM ÎNNNN    SPAłIUSPAłIUSPAłIUSPAłIU    

1. Pe planul triunghiului isoscel ABC ([AB] ≡ [AC]) se duce perpendiculara în G 
(centrul de greutate) şi se ia pe aceasta un punct D. Fie punctul N ∈ [AB] astfel încât 

2

7

NB

AN
= şi prin N se duce un plan α || (DBC) care intersectează DG în Q. 

 a) StabiliŃi valoarea raportului 
GD

GQ
. 

 b) DeterminaŃi m('(α, (ABC))) ştiind că 
3

AM
DG = , unde M este mijlocul lui 

[BC]. 
Etapa locală, Argeş, 2008 

2. Fie ABCD tetraedru cu toate muchiile de lungime a, (a > 0), iar M şi N sunt mij-
loacele muchiilor [AB] respectiv [CD]; AO este înălŃime a tetraedrului. În punctul P, 
care este simetricul lui B faŃă de D, se ridică perpendiculara pe planul (BCD) pe care 
se consideră segmentul [SP] de lungime a. 
 a) ArătaŃi că SP || (AOD). 
 b) CalculaŃi distanŃa de la S la BC şi măsura unghiului dintre planele (SBC) şi 
(BCD). 
 c) CalculaŃi lungimea segmentului [MN]. 

 d) ArătaŃi că RQ ≥ 
2

2a
, unde R ∈ [AB], Q ∈ [CD]. 

Etapa locală, Braşov, 2008, prof. Dorina Bocu 
3. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, [AB] ≡ [AC] şi E ∈ (AB), F ∈ (AC) astfel încât 
[AE] ≡ [CF]. 
 a) ArătaŃi că dreapta OP este paralelă cu planul (BCD), unde O şi P sunt mijloacele 
segmentelor [EF] respectiv [AD). 
 b) Dacă M este mijlocul segmentului (BC), G centrul de greutate al ∆DBC şi AG ∩ 

∩ MP = {T}, calculaŃi valoarea raportului 
TP

MT
. 

Etapa locală, Braşov, 2008 
4. Fie ABCD şi BCEF două paralelograme situate în plane diferite, iar punctul P mij-
locul segmentului [AB]. DemonstraŃi că AE || (FPC). 

Etapa locală, Brăila, 2008 
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5. Un tetraedru regulat este secŃionat cu un plan după un romb. Să se demonstreze că 
rombul este pătrat. 

Etapa judeŃeană, 2008 
6. Fie ABCD trapez (AB || CD) în care AB = 6a; CD = a, AC ⊥ BD şi m('BAD) =  

= 60°. Ştiind că MA ⊥ (ABC), NB || MA, MA = 6a, NB = 2a 3 , se cere: 
 a) arătaŃi că AD = 4a; 
 b) calculaŃi m('((MCD), (NCD))). 

Etapa locală, Alba, 2009 
7. Prin mijlocul M al muchiei (AB) a tetraedrului ABCD se duce un plan paralel cu 
AC şi BD care intersectează muchiile (BC), (CD) şi (DA) în N, P, Q. DeterminaŃi un-

ghiul dreptelor AC şi BD, ştiind că aria patrulaterului MNPQ este 
8

1
⋅ AC ⋅ BD. 

Etapa locală, Arad, 2009 
8. Pătratul ABCD şi triunghiul echilateral ABE sunt incluse în plane distincte. Fie M, 
N ∈ (AB) astfel încât AM = MN = NB şi notăm cu G şi F centrele de greutate ale tri-
unghiurilor BEM şi ADN. 
 a) DemonstraŃi că FG || (CDE). 
 b) AflaŃi FG ştiind că AB = 18 cm şi măsura unghiului format de dreptele AB şi 
DE este egală cu măsura unghiului format de AD şi CE. 

Etapa locală, Botoşani, 2009 
9. Se consideră patru puncte diferite, necoplanare V, A, B, C astfel încât VB = AC = = 
BC şi VA > VC (m('VBA) > m('VBC)). Fie [BM bisectoarea 'VBA, M ∈ (VA), 
[BN bisectoarea 'VBC, N ∈ (VC) şi [AF bisectoarea 'CAB, F ∈ (BC); MN ∩  
∩ (ABC) = {P}; PF ∩ (AB) = {E}; (VE) ∩ (BM) = {Q}; (AF) ∩ (CE) = {J}. 
 Să se demonstreze că QJ || (VAC). 

Etapa locală, GalaŃi, 2009, prof. Iulian Stiubianu 
10. Fie un segment [AB] şi un plan α astfel încât [AB] ∩ α = ∅ şi [AB] neparalel cu 
α; Prα[AB] = [MN]. 
 a) DeterminaŃi poziŃia punctului C ∈ α pentru care AC + BC este minimă. 
 b) Dacă AB = 50 cm, AM = 10 cm, BN = 40 cm, determinaŃi d(P, MN) astfel încât 
P ∈ α şi ∆ABP este echilateral. 

Etapa locală, Mureş, 2009, prof. Sebestyen Julia 
11. Segmentele [AB] şi [CD] sunt situate pe drepte necoplanare, iar M ∈ [AB], N ∈  
∈ [CD], Z ∈ [MD], X ∈ [MC], Y ∈ [BN], T ∈ [AN] astfel ca 2AM = MB; CN =  
= 3ND; 3ZD = MZ; 3MX = XC, 2YN = BY; 2AT = TN. 
 DemonstraŃi că X ∈ (YZT). 

Etapa locală, Satu Mare, 2009, prof. Petru Braica 
12. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare şi G centrul de greutate al ∆BCD. Parale-
lele prin B, C, D la dreapta AG intersectează planele (ACD), (ABD) respectiv (ABC) 
în punctele M, N respectiv P. ArătaŃi că:  
 a) BM = 3AG;  b) ArătaŃi că (MNP) || (BCD). 

Etapa locală, Teleorman, 2009 
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x ∈ [–3, 1] şi y ∈ [–2, 0] ⇒ |x + 3| = x + 3, iar |y + 4| = y + 4. Atunci avem: 

2yx216y8y9x6x2 22 +−=++−++ ; x ∈ [–3, 1] ⇒ –3 ≤ x ≤ 1 ⇒ –6 ≤ 2x ≤ 2; y ∈  

∈ [–2, 0] ⇒ –2 ≤ y ≤ 0 ⇒ 0 ≤ –y ≤ + 2 ⇒ –6 ≤ 2x – y ≤ 4 ⇒ –4 ≤ 2x – y + 2 ≤ 6 ⇒ 2x – y + 2 ∈  

∈ [–4, 6]; b) 
1a

1
a

2
2

−
+ ≥ 3 ⇔ 

4 2

2

a a 1
3

a 1

− +
−

−
 ≥ 0 ⇔ 

1a

3a31aa
2

224

−

+−+−
≥ 0 ⇔ 0

1a

)2a(
2

22

≥
−

−
, 

adevărat deoarece din a < –1 ⇒ a2 > 1 şi atunci a2 – 1 > 0. Altfel a2 2
2

1
3 a 1

a 1
+ ≥ ⇔ −

−
+ 

2
2 2

1 1
2 (a 1) 2

a 1 a 1
+ ≥ − ⋅ ≥

− −
. 12. 9)32a(21a34a 22 +−=+⋅− ≥ 9 ⇒ 3213a4a2 ≥+− ; 

283b2b2525)3b(283b2b 222 +−⇒≥+−=+−  ≥ 5; 2 2c 6c 25 (c 3)− + = − + 16 ≥  

≥ 16 ⇒  2c 6c 25 4− + ≥ . Adunând inegalitățile de mai sus ⇒  2a 4a 3 21− + +  

+ 2 2b 2b 3 28 c 6c 25 12− + + − + ≥ . łinând cont de cerinŃa exerciŃiului se impune egalita-

te, care se obŃine pentru 3c,3b,32a === . Observăm că b2 + c2 = a2 ⇒ triunghiul este 

dreptunghic cu b şi c catete, iar a ipotenuza şi cum o catetă este jumătate din ipotenuză ⇒  
⇒ avem un triunghi dreptunghic cu măsura unghiurilor: 30°, 60°, 90°. 13. a) E(x) = x4 – x3 +  
+ x2 – 3x + 2 = x3(x – 1) + (x – 1)(x – 2) = (x – 1)(x3 + x – 2) = (x – 1)(x – 1)(x2 + 2 + x) = (x –  

– 1)2(x2 + x + 2); (x – 1)2 ≥ 0 iar x2 + x + 2 = 
4

7

2

1
x

2

+







+ > 0, deci E(x) ≥ 0; b) E(a) = (a –  

– 1)2(a2 + a + 2). Pentru ca E(a) să fie pătrat perfect, trebuie ca a2 + a + 2 = k2 | ⋅ 4 ⇒ 4a2 + 4a +  
+ 8 = 4k2 ⇔ (2a + 1)2 + 7 = 4k2 ⇔ (2a + 1)2 – 4k2 = –7 ⇔ (2a + 1 – 2k)(2a + 1 + 2k) = –7; 

1) 




+=++

−=−+

)(1k21a2

7k21a2
⇒ 4a + 2 = –6 ⇒ 4a = –8 ⇒ a = –2; 

2) 




+=++

−=−+

)(7k21a2

1k21a2
⇒ 4a + 2 = 6 ⇒ 4a = 4 ⇒ a = 1. Deci E(a) este pătrat perfect pentru 

a ∈ {–2, 1}. 14. a) ==
−+−+

=
−−+

2

ab2

2

bab2aba

2

)ba()ba( 2222222

ab; b) Dacă a(a – b) 

şi b(b – a) ∈ ℚ ⇒ că şi suma a(a – b) + b(b – a) = (a – b)2 este raŃional. Dar a(a – b) ∈ ℚ şi  

b(b – a) ∈ ℚ ⇒ produsul lor, adică ab(a – b)2 ∈ ℚ. ÎmpărŃind cele două relaŃii ⇒ a ⋅ b ∈ ℚ. 

15. 1
z

1

y

1

x

1
=++ ⇔ xy + xz + yz = xyz, (1); 

2

2

xy xyz z
1

z z

+
+ =

22

2

z

)zy)(zx(

z

zyzxzxy ++
=

+++
= ; 

22

2

x

)xz)(xy(

x

xxyz
1

x

yz ++
=

+
=+ ; 

2

2

xz xyz y
1

y y

+
+ =

2y

)yz)(yx( ++
= . ÎnmulŃind relaŃiile de 

mai sus, obŃinem: N = 
222

222

zyx

)xz()zy()yx( +++
, evident pozitiv ⇒ 

xyz

)xz)(zy)(yx(
N

+++
= ∈  

∈ ℚ. 16. k
2x3

5x12x9 2

=
+

++
⇔ 9x2 + x(12 – 3k) + 5 – 2k = 0. Calculăm ∆ = (12 – 3k)2 – 36(5 –  
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– 2k) = 9k2 – 36, care este nenegativ pentru k ≤ –2. Aşadar, nu există o cea mai mică valoare a 
expresiei pentru orice x real. 17. a) (x + y)4 – (x – y)4 = 40 ⇔ [(x + y)2 – (x – y)2] ⋅ [(x + y)2 +  
+ (x – y)2] = 40 ⇔ 4xy(2x2 + 2y2) = 40 ⇔ 8xy(x2 + y2) = 40 ⇔ 40xy = 40 ⇔ xy = 1; b) Folo-

sim relaŃiile −=
+ k

1

)1k(k

1
 

1k

1

+
− şi 

3n

1

n

1

)3n(n

3

+
−=

+
. Atunci E(x) = 

1 1

x 2 x 1
− +

− −
  

+ 
1 1 1 1

x 3 x 2 x 4 x 3
− + −

− − − − 1x

1

4x

1

−
+

−
− ⇒ E(x) = 0 ⇒ E(–1) + E(–2) + … + E(–2009) =  

= 0 < 2009. 18. a) 25n – 2 ⋅ 5n + 1 = (5n)2 – 2 ⋅ 5n + 1 = (5n – 1)2. FracŃia devine 

2

15

)15(2

)15( n

n

2n −
=

−

−
. Evident 5n este număr impar ⇒ 5n – 1 număr par, adică divizibil cu 2 ⇒  

⇒ 5n – 1§2. Deci fracŃia este număr natural, pentru n ∈ ℕ; b) x2 + y2 – 2x + 4y + 5 ≤ 0 ⇔  

⇔ x2 – 2x + 1 + y2 + 4y + 4 ≤ 0 ⇔ (x – 1)2 + (y + 2)2 ≤ 0, dar (x – 1)2 + (y + 2)2 ≥ 0 ⇒ (x – 1)2 +  
+ (y + 2)2 = 0 ⇔ x – 1 = 0 ⇒ x = 1 şi y + 2 = 0 ⇒ y = –2 ⇒ (x, y) ∈ {(1, –2)}. 

19. )18b26b()12a34a(030b26a34ba 2222 +−++−⇔≤+−−+ ≤ 0 ⇔ +− 2)32a(  
2)23b( −+ ≤ 0 dar 0)23b(,0)32a( 22 ≥−≥− ⇒ 22 )23b()32a( −+− =0 ⇔ (a – 

0)32 2 =− şi 0)23b( 2 =− ⇔ 32a = şi 23b = . Numărul −







+= 23(

23

18

32

12
x  

=−+=−









+=− )3223)(2332()3223(

2

26

3

36
)32 =− 22 )32()23( 18 – 12 =  

= 6 ∈ ℕ ⇒ x ∈ ℕ. 20. Fie x – 1, x şi x + 1 cele trei numere întregi consecutive. Atunci  

(x – 1)2 + x2 + (x + 1)2 = x2 – 2x + 1 + x2 + x2 + 2x + 1 = 3x2 + 2. Vom demonstra că numărul 

3x2 + 2 nu poate fi cubul unui număr natural, oricare ar fi x ∈ ℤ. Numărul obŃinut este de for-

ma 3p + 2, iar numerele de forma 3k, 3k + 1, 3k + 2 au cuburile de forma M9, M9 + 1 sau M9 –  
– 1. Dacă x = 3k ⇒ 3x2 + 2 = 27k2 + 2 = M9 + 2 nu este cub perfect. Dacă x = 3k + 1 ⇒ 3x2 +  
+ 2 = 27k2 + 18k + 5 = M9 + 5 nu este cub perfect. Dacă x = 3k + 2 ⇒ 3x2 + 2 = 27k2 + 36k +  
+ 14 = M9 + 5 nu este cub perfect. Deci suma pătratelor a trei numere întregi consecutive nu 
poate fi cub perfect. 21. Vom scrie expresia E(x, y) ca o sumă de pătrate perfecte. E(x, y) =  
= x2 + 4x2 + 2xy + 2xy + y2 + 6x + 3y + 3y + 9 + 9 + 15 = (x2 – 6x + 9) + (4x2 + 2xy + 6x) +  
+ (2xy + y2 + 3y) + (6x + 3y + 9) + 15 = (x – 3)2 + 2x(2x + y + 3) + y(2x + y + 3) + 3(2x + y + 

+ 3) + 15 = (x – 3)2 + (2x + y + 3)2 + 15. Cum (x – 3)2 ≥ 0, (2x + y + 3)2 ≥ 0, (∀) x, y ∈ ℝ ⇒ 

⇒ E(x, y) ≥ 15. Deci min E(x, y) = 15 care se obŃine pentru x – 3 = 0 ⇒ x = 3 şi 9 + y = 0 ⇒ 

⇒ y = –9. 22. RelaŃia dată este echivalentă cu: +++−++− 4)1y2y()aax2x( 222  

2 2 2(x 4x 4) (y 2by b ) 1 3+ − + + − + + =  ⇔ =+−+−++−+− 1)by()2x(4)1y()ax( 2222  

= 3. Cum (x – a)2 ≥ 0, x ≠ a, (x – 2)2 ≥ 0, (y – 1)2 ≥ 0, (y – b)2 ≥ 0, y ≠ b ⇒ 




=⇒=−

=⇒=−

2x02x

ax0ax
 

⇒ a = 2 şi 
by0by

1y01y

=⇒=−

=⇒=−
⇒ b = 1. Deci a = 2 şi b = 1 pentru x = 2 şi y = 1. 

23. SoluŃia I: Fie a, b ∈ ℕ. Conform ipotezei, 9N = a2 + b2. Cum pătratul unui număr natural 
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este de forma M3 sau M3 + 1 şi a2 + b2 = M3 ⇒ 3 | a2 şi 3 | b2 ⇒ 3 | a şi 3 | b. Din 3 | a, rezultă 
că există un număr natural nenul a1, astfel încât a = 3a1. Din 3 | b rezultă că există un număr 

natural nenul b1, astfel încât b = 3b1 ⇒ 9 ⋅ N = 2
1

2
1

2
1

2
1 baNb9a9 +=⇒+ . Avem 10 ⋅ N = 10 ⋅ 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1a 10b a 9a b 9b 6a b 6a b⋅ + = + + + + − ⇒ 10 ⋅ N = (a1 + 3b1)

2 + (b1 – 3a1)
2. Deci 10N se 

poate scrie ca o sumă de două pătrate perfecte. 24. a) x3 – 1 = y(x – 1), (∀) x, y ∈ ℝ, x ≠ 1 ⇔  

⇔ (x – 1)(x2 + x + 1) = y(x – 1) | : (x – 1) ⇒ y = x2 + x + 1 = x2 + x + +







+=⇒+

2

2

1
xy

4

3

4

1
 

0
4

3
>+ . Deci y > 0; b) Din 4

x

1
x4

x

1
x 3

3

=−⇐=







− , 18

x

1
x4

x

1
x

2
22

2

=+⇒=







− , iar 

20218
x

1
x

2

=+=







+ ⇒ 52

x

1
x ±=+ ; =±±=








+−








+=+ 56540

x

1
x3

x

1
x

x

1
x

3

3

3  

534±= şi 32223242
x

1
x

x

1
x

2

2
2

4
4 =−=−








+=+ . Atunci E = +








++








+

2
2

x

1
x

x

1
x  

=







++








++

4
4

3
3

x

1
x

x

1
x 3225341852 +±+± ; E = 340 ± 536 . 25. Fie x ∈ ℕ*. Con-

form ipotezei ⇒ x = a2 + b2, a, b ∈ ℕ*. Atunci 2x = 2a2 + 2b2 = a2 + a2 + b2 + b2 + 2ab – 2ab =  

= (a + b)2 + (a – b)2 şi x2 = (a2 + b2)2 = a4 + b4 + 2a2b2 = a4 + b4 – 2a2b2 + 4a2b2 = (a2 – b2)2 +  
+ (2ab)2. 26. Avem: b3 + c3 = (b + c)3 – 3bc(b + c) ⇒ 3bc(b + c) = (b + c)3 – (b3 + c3) ⇒  

⇒ bc ⋅ (b + c) = =
+−+

3

)cb()cb( 333

=
−+

3

a)cb( 33

3

]a)cb(a)cb[()acb( 22 ++++⋅−+
. De 

unde 
3

a)cb(a)cb(

acb

)cb(bc 22 ++++
=

−+

+
∈ ℤ ⇔ A = M3, unde A = (b + c)2 + a(b + c) + a2. 

Vom demonstra că un număr şi cubul său dau acelaşi rest la împărŃirea cu 3. Fie x = 3k + r, r <  
< 3, r ∈ {0, 1, 2}. Atunci x3 = 27k3 + 27k2r + 9k ⋅ r2 + r3, r ∈ {0, 1, 2} ⇒ x3 = M9 sau M9 + 1 
sau M9 – 1. Cum a3 = b3 + c3, rezultă că a3 şi b3 + c3 dau acelaşi rest la împărŃirea cu 3; 3 | b + c 

şi 3 | a2 ⇒ 3 | (b + c)2 + a(b + c) + a2 ⇒ 3 | a2 + a2 + a2 ⇒ 3 | a2 ⇒ 3 | A. Deci 
acb

)cb(bc

−+

+
∈ ℤ, 

a, b, c ∈ ℝ, a ≠ b + c. 27. Notăm a = (4n + 5)2 + (4n + 5) = (4n + 5)(4n + 6); b = (4n + 4)2 –  

– (4n + 4) = (4n + 4)(4n + 3) şi c = (5n + 5)(16n + 7)(16n – 7). Atunci numărul A = 
532

abc
24 ⋅⋅

∈  

∈ ℕ ⇔ 24 ⋅ 32 ⋅ 5 | a ⋅ b ⋅ c. Cum n = 2k + 1, k ∈ ℕ, avem a = (8k + 9)(8k + 4 + 6) =  

= (8k + 9)(8k + 10) = 2(8k + 9)(4k + 5) ⇒ 2 | a, (1); b = 4(2k + 1 + 1)(4k + 4 + 3) =  
= 8(k + 1)(4k + 7) ⇒ 8 | b, (2) şi c = 5(2k + 2)(16k + 23)(16k + 9) ⇒ 5 | c, (3). Cum k ∈ ℕ ⇒  

⇒ k poate fi M3, M3 + 1 sau M3 + 2. Dacă k = M3 ⇒ 8k + 9 = M3 ⇒ 3 | a şi 16k + 9 = M3 ⇒  
⇒ 3 | c ⇒ 32 | a ⋅ c, (4). Din (1), (2), (3), (4) ⇒ 24 ⋅ 32 ⋅ 5 | a ⋅ b ⋅ c ⇒ A ∈ ℕ. Dacă k = M3 + 1 ⇒  

⇒ 4k + 5 = M3 ⇒ 3 | a şi 16k + 23 = M3 ⇒ 3 | c ⇒ 32 | a ⋅ c, (4) ⇒ A ∈ ℕ. Dacă k = M3 + 2 ⇒  

⇒ 4k + 7 = M3 ⇒ 3 | b şi k + 1 = M3 ⇒ b = M8 ⋅ M9 = M72

)4()1( −

⇒ A ∈ ℕ. 28. Fie a, b, c, d, e, f ∈ ℕ*. 
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Conform ipotezei ⇒ x = a2 + b2, y = c2 + d2 şi z = e2 + f2; a) Atunci x ⋅ y = (a2 + b2)(c2 + d2) =  
= a2c2 + a2d2 + b2c2 + b2d2 = (a2c2 + b2d2 + 2abcd) + (a2d2 + b2c2 – 2abcd) = (ac + bd)2 + (ad –  
– bc)2 = m2 + n2, unde m = ac + bd şi n = ad – bc; b) x ⋅ y ⋅ z = (m2 + n2)(e2 + f2) = m2e2 +  
+ m2f2 + n2e2 + n2f2 + 2mnef – 2mnef = (me + nf)2 + (mf – ne)2.  

29. a) E(x) = =
+

⋅
+

−−+
⋅

+ 2x

1

1x

1x23x3

1x

1

2x

1

1x

2x

1x

1

+
⋅

+

+
⋅

+
 ⇒ E(x) = 

2)1x(

1

+
;  

b) a = <+++++
22222 100

1

99

1
...

4

1

3

1

2

1

100

99

100

1

1

1

10099

1
...

43

1

32

1

21

1
=−=

⋅
++

⋅
+

⋅
+

⋅
;  

a < 
100

99
. Cum 0 < a < 1 ⇒ [a] = 0 şi {a} = 

100

99
dar 

101

100
}a{

101

100

100

99
<⇒< ; (1002 – 1 < 1002).  

30. a) N = a2 + 4b2 + 4ab – (b2 + c2 – 2bc) = (a + 2b)2 – (b – c)2; b) Dacă N = –5 ⇒ (a + 2b +  
+ b – c)(a + 2b – b + c) = –5 ⇔ (a + 3b – c)(a + b + c) = –5. Avem următoarele situaŃii: 

i) 




+=++

−=−+

)(1cba

5cb3a
⇒ 2a + 4b = –4 ⇒ a + 2b = –2 ⇒ |a + 2b| = 2;  

ii)




+−=++

=−+

)(5cba

1cb3a
⇒ 2a + 4b = –4 ⇒ a + 2b = –2 ⇒ |a + 2b| = 2; 

iii) 




+=++

−=−+

)(5cba

1cb3a
⇒ 2a + 4b = 4 ⇒ a + 2b = 2 ⇒ |a + 2b| = 2; 

iv) 




+−=++

=−+

)(1cba

5cb3a
⇒ 2a + 4b = 4 ⇒ a + 2b = 2 ⇒ |a + 2b| = 2. Deci |a + 2b| = 2. 

31. a) Descompunem în factori expresiile 4x2 – 1 = (2x + 1)(2x – 1); 2x2 – 5x + 2 = 2x2 – 4x – 
– x + 2 = 2x(x – 2) – (x – 2) = (x – 2)(2x – 1); x2 – 2x – 8 = x2 – 2x + 1 – 9 = (x – 1)2 – 9 =  
= (x – 1 + 3)(x – 1 – 3) = (x + 2)(x – 4). Aducem fracŃiile din paranteză la cel mai mic numitor 

comun, obŃinem după efectuarea calculelor: E(x) = 
4x

2x

)4x)(2x(

)1x2)(2x(

)1x2)(1x2(

)1x2)(2x(

−

−
=

−+

−−
⋅

−+

++
;  

b) E(x) ∈ ℤ ⇔ 
4x

2x

−

−
∈ ℤ, cu x ≠ 4 ⇔ x – 4 | x – 2 dar x – 4 | x – 4 ⇒ x – 4 | 2 ⇒ x – 4 ∈ {–2, 

–1, 1, 2} ⇒ x ∈ {2, 3, 5, 6}. Deci A = {2, 3, 5, 6}. 32. a) (x2 – 5x + 3)(x2 –5x + 3 + 6) + 9 =  
= (x2 – 5x + 3) ⋅ [(x2 – 5x + 3) + 6] + 9 = (x2 – 5x + 3)2 + 6(x2 – 5x + 3) + 9 = (x2 – 5x + 3 +  

+ 3)2 =  (x2 – 5x + 6)2 = (x – 2)2(x – 3)2; b) A(x, y) = =++−+++− 19y6y49x6x 22  

1)3y(4)3x( 22 +−++−= , dar 4)3x( 2 +− ≥ 2 şi 1)3y( 2 +− ≥ 1 ⇒ A(x, y) ≥ 3. Deci 

minA(x, y) = 3 şi se realizează pentru (x – 3)2 = 0, (y – 3)2 = 0 ⇒ x = y = 3. 

33. 3x2 + y2 – 011y22x36 =+− ⇔ 0)2y22y()9x36x3( 22 =+−++− ⇔ −x3( 3)2 + 

+ 0)2y( 2 =− şi cum 2)3x3( − ≥ 0, 2)2y( − ≥ 0, egalitatea are loc pentru −x3 3 = 0 ⇒ 

⇒ 3x = şi 2y,02y ==− . Atunci 5)2()3(yx 2222 =+=+ .  

34. Din 1)1yy)(1xx( 22 =++++ | : )1yy( 2 ++ ⇒ y1y1xx 22 −+=++ ⇔ x + y = 

= 222222 )1x1y()yx(1x1y +−+=+⇔+−+ ⇔ x2 + 2xy + y2 = y2 + 1 + x2 + 1 –  

– )1y)(1x(2 22 ++ ⇔ 2xy = 2 – )1y)(1x(2 22 ++ ⇔ )1y)(1x(2 22 ++  = 2(1 – x ⋅ y) | : 2 
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⇔ )1y)(1x( 22 ++ = 1 – x ⋅ y, xy ≤ 1 ⇒ 1 – xy ≥ 0. Ridicăm la pătrat ambii membri ai egali-

tăŃii ⇒ x2y2 + x2 + y2 + 1 = 1 – 2xy + x2y2 ⇔ x2 + y2 + 2xy = 0 ⇒ (x + y)2 = 0 ⇒ x = –y. 

Atunci 246116
x

y

y

x
==+−−=++ ∈ ℕ, x, y ≠ 0. 

35. n ∈ ℕ, 6n + 7 şi 9n + 1 sunt pătrate consecutive. Cum 6n + 7 < 9n + 1 ⇒ a2 < a2 + 2a + 1; 











−+
=

−
=

⇒






+=+

=+

9

1)1a(
n

6

7a
n

)1a(1n9

a7n6
2

2

2

2

⇒ 
9

a2a

6

7a 22 +
=

−
⇔ 9a2 – 63 = 6a2 + 12a ⇔ 3a2 –  

– 12a – 63 = 0 | : 3 ⇒ a2 – 4a – 21 = 0 ⇔ (a – 7)(a + 3) = 0. Cum a + 3 ≠ 0 ⇒ a – 7 = 0 ⇒ a = 
= 7 şi 6n + 7 = 72 ⇒ n = 7. 36. Din x + 2y = 5 ⇒ x = 5 – 2y ⇒ E(x, y) = E(y) = (5 – 2y)2 +  
+ y2 = 25 – 20y + 4y2 + y2 = 5y2 – 20y + 25 = 5(y2 – 4y + 4 + 1) = 5 ⋅ [(y – 2)2 + 1] = 5 ⋅ (y –  
– 2)2 + 5 ≥ 5 ⇒ minE(x, y) = 5, care se realizează pentru (y – 2)2 = 0 ⇒ y = 2 şi x = 1. 
37. 6 = M7 – 1, 13 = M7 – 1, 20 = M7 – 1, … Avem S =(M7 – 1)3 + (M7 – 1)3 + … + (M7 – 1)3 + 

+ (M7 – n) + 15n = M7 + 14n = M7 ⇒ 7 | S, (∀) n ∈ ℕ*.  

38. Grupăm convenabil termenii sumei S şi scoatem factor comun. S = (ax3yz – x2y2z2) +  
+ (bxy3z – abx2y2) + (cxyz3 – acx2z2) + (abcxyz – bcy2z2); S = x2yz(ax – yz) + bxy2(yz – ax) + 
+ cxz2(yz – ax) + bcyz(ax – yz); S =(ax – yz)(x2yz – bxy2 – cxz2 + bcyz); S = (ax – yz) ⋅  
⋅ [(x2yz – cxz2) – (bxy2 – bcyz)]; S = (ax – yz) ⋅ [xz(xy – cz) – by(xy – cz)]; S = (ax – yz)(xy – 
– cz)(xz – by). 39. Din n2 = a + b + c ⇒ (n2)2 = (a + b + c)2 ⇒ n4 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc +  
+ 2ac, dar ab + ac + bc ≤ a2 + b2 + c2 ⇒ n4 ≤ 3(a2 + b2 + c2) = 3n3. Deci n4 ≤ 3n3 ⇒ n3(n – 3) ≤ 

≤ 0 cu n ∈ {0, 1, 2, 3}. Dacă n = 0 ⇒ a + b + c = 0 ⇒ a = b = c = 0. Deci există a, b, c ∈ ℕ. 

Dacă n = 1 ⇒ a + b + c = 1 ⇒ a = 1, b = c = 0 sau permutări. Deci există a, b, c ∈ ℕ care răs-

pund celor două cerinŃe. Dacă n = 2 ⇒ există a, b, c ∈ ℕ, a = 0, b = c = 2 sau permutările aces-

tora. Dacă n = 3 ⇒ există a, b, c ∈ ℕ, a = b = c = 3, care verifică cea de-a doua condiŃie. 

40. Vom ridica la pătrat şi obŃinem: a4 + 4a2b2 + b4 + 4a3b – 2a2b2 – 4ab3 + a4 + 4a2b2 + b4 –  
– 4a3b – 2a2b2 + 4ab3 = 2a4 + 4a2b2 + 2b4 = 2(a4 + 2a2b2 + b2) = 2(a2 + b2)2. 
41. a) Efectuăm calculele şi grupăm convenabil termenii expresiei E. E = x4 + 3x2 + 3x3 +  
+ 2x2 + 2x3 + 6x2 + x3 + 6x; E = x4 + 6x3 + 11x2 + 6x = x4 + x3 + 5x3 + 5x2 + 6x2 + 6x; E =  
= x3(x + 1) + 5x2(x + 1) + 6x(x + 1) = x(x + 1)(x2 + 5x + 6); E = x(x + 1)(x2 + 2x + 3x + 6) ⇒ 

⇒ E = x(x + 1)(x + 2)(x + 3). Cum x ∈ ℤ, E este produs de patru numere întregi consecutive 

care este divizibil cu 4, oricare ar fi x ∈ ℤ. Dacă x = 4k, evident 4 | E. Dacă x = 4k + 1 ⇒ E = 

= (4k + 1)(4k + 2)(4k + 3)(4k + 4); E = 4(4k + 1)(4k + 2)(4k + 3)(k + 1) ⇒ 4 | E. Dacă x =  
= 4k + 2 ⇒ E = 4(4k + 2)(4k + 3)(k + 1)(4k + 5) ⇒ 4 | E. Dacă x = 4k + 3 ⇒ E = 4(4k + 3) ⋅  

⋅ (k + 1)(4k + 5)(4k + 6) ⇒ 4 | E. Deci 4 | E oricare ar fi x ∈ ℤ; b) =
++ )3x)(1x(

)x(E
x(x + 2) ⇔ 

⇔ )2x(x
)3x)(1x(

)3x)(2x)(1x(x
+=

++

+++
(A). FracŃia se simplifică prin (x + 1)(x + 3) pentru x ∈  

∈ ℝ – {–3, –1}. 
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⇒ ∆ABM ≡ ∆BCN ≡ ∆CDP ≡ ∆DAQ ⇒ [AM] ≡ [BN] ≡ [CP] ≡ [DQ] (*) şi [BM] ≡ [CN] ≡  
≡ [DP] ≡ [AQ] (**); ∆SAB isoscel de bază (AB); (MB) ≡ (AQ) ⇒ MBAQ trapez isoscel ⇒  
⇒ (MA) ≡ (BQ) şi (MA) ≡ (DQ) ⇒ (BQ) ≡ (DQ) ⇒ ∆DQB isoscel; (OQ) mediană ⇒ OQ ⊥ BD. 
Fie R = simAC N ⇒ AC mediatoarea [NR], O ∈ AC ⇒ [ON] ≡ [OR]. Fie T = simAC Q ⇒ AC 
mediatoarea [QT], O ∈ AC ⇒ [OQ] ≡ [OT] (1) şi [QT] ≡ [NR] (2). Se demonstrează că NR şi 
QT sunt coplanare şi perpendiculare pe AC ⇒ QT || NR ⇒ NRTQ paralelogram. Din (*) ⇒ 
⇒ (NC) ≡ (QA) şi {F} = NR ∩ AC; {E} = QT ∩ AC ⇒ [NF] ≡ [QE] şi NF || QE ⇒ NFEQ 
paralelogram, m('NFE) = 90° ⇒ NFEQ dreptunghi. Analog ETRF dreptunghi ⇒ NQTR 
dreptunghi. Din (1) şi (2) ⇒ ∆NOR ≡ ∆QOT ⇒ [NO] ≡ [OT] ≡ [RO] ≡ [OQ] ⇒ ∆NOF ≡  
≡ ∆TOE ⇒ 'NOF ≡ 'TOE ⇒ O ∈ NT. Analog se demonstrează că O ∈ RQ; {O} = NT ∩ RQ; 
{O} = EF ∩ NT; {O} = AC ∩ BD ⇒ {O} = RQ ∩ BD. În RBQD, (RQ), (BD) diagonale ⇒ 
⇒ RBQD paralelogram ⇒ R, B, Q, D coplanare; b) RBQD paralelogram, dar [BQ] ≡ [QD] ⇒  
⇒ RBQD romb ⇒ RQ ⊥ DB. Din (**) ⇒ [DP] ≡ [MB] în ∆SDB isoscel ⇒ DBMP trapez 
isoscel ⇒ MP || DB ⇒ m('(MP, RQ)) = m('(RQ, DB)) = 90°. 

79. În ∆VAB, M–N–R transversală, {R} = MN ∩ AB 
T.Menelaus RB MA NV

RA MV NB
⇒ ⋅ ⋅  = 1 (*).  

În ∆VDC, Q–P–U transversală, {U} = QP ∩ DC 
T.Menelaus PC VQ DU

PV QD UC
⇒ ⋅ ⋅  = 1 (**). Din (*) ⇒  

⇒ 
MA NB RA

MV NV RB
= ⋅ . Din (**) ⇒ 

( )PC UC QD MA PC NB RA UC QD

PV UD QV MV PV NV RB UD QV

+

= ⋅ ⇒ + = ⋅ + ⋅ ⇒   

⇒ 
MA PC NB QD NB RA NB UC QD QD

MV PV NV QV NV RB NV UD QV QV

  + − − = ⋅ − + ⋅ − ⇒  
   

 

⇒ 
MA PC NB QD NB RA QD UC

1 1
MV PV NV QV NV RB QV UD

   + − − = − + − ⇒   
   

  

⇒ 
MA PC NB QD NB RA RB QD UC UD

MV PV NV QV NV RB QV UD

− −
+ − − = ⋅ + ⋅ , dar RA – RB = AB = ℓ şi  

UD – UC = CD = ℓ (latura bazei piramidei); 
MA PC NB QD NB QD

MV PV NV QV NV RB QV UD

−
+ − − = ⋅ + ⋅

ℓ ℓ
 ⇒ 

⇒ 
MA PC NB QD NB 1 QD 1

MV PV NV QV NV RB QV UD

 
+ − − = ⋅ − ⋅ 

 
ℓ .  

Din (*) + (**) ⇒ 
MA PC NB QD MA 1 PC 1

MV PV NV QV MV RA PV UC
 + − − = ⋅ − ⋅ ⇔ 
 
ℓ  

⇔ { }MA PC NB QD MA UC PC UC SC
,  dar S AC UR

MV PV NV QV UC MV RA PV RA SA
 + − − = ⋅ − = , = ∩ ⇒ 
 

ℓ
 

⇒ 
MA PC NB QD MA SC PC

MV PV NV QV UC MV SA PV
 + − − = ⋅ − ⇔ 
 

ℓ
 

⇔ 

1

MA PC NB QD PC PV MA SC MA PC NB QD
1 0

MV PV NV QV UC PV PC MV SA MV PV NV QV

 
 

+ − − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⇔ + − − = 
 
 

ℓ

�������
 ⇔ 
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⇔ 
MA PC NB QD

MV PV NV QV
+ = + . 

80. a) ∆ABF ≡ ∆DAE (C.C.) ⇒ 'FAB ≡ 'EDA; 'AFB ≡ 'DEA. Fie m('FAB) = m('EDA) =  
= x, dar m('FAB) + m('AFB) = 90° ⇒ m('AFB) = 90° – x = m('DEA). Fie AF ∩ DE = {H}. 
În ∆AHE, m('HAE) + m('HEA) = x + 90° – x = 90° ⇒ m('AHE) = 90° ⇒ AF ⊥ DE; 
b) F mijlocul lui (BC); F' mijlocul lui (B'C') ⇒ F'F || BB'; BB' ⊥ (ABC) ⇒ F'F ⊥ (ABC) şi  

F'F = 9 cm. Din F'F ⊥ (ABC); FH ⊥ DE; FH ∩ DE = {H}; FH, DE ⊂ (ABC) 
T3⊥

⇒  F'H ⊥ DE. 
Din (F'DE) ∩ (ABC) = DE; F'H ⊥ DE; F'H ⊂ (F'DE); FH ⊥ DE; FH ⊂ (ABC) ⇒  
⇒ m['((F'DE), (ABC))] = m('(F'H, FH)) = m('F'HF); ∆AHE ~ ∆DAE (U.U.) ⇒  

⇒ 
AH EH AE

DA AE DE
= = . În ∆ADE, m('A) = 90° 

T.P.

⇒  DE2 = DA2 + AE2 = 36 + 9 = 45 ⇒ DE =  

= 3 5 cm = AF ⇒ 
AH EH 3 18 6 5

AH
6 3 53 5 3 5

= = ⇒ = = cm; HF = AF – AH = 
6 5

3 5
5

−  = 

=
9 5

5
cm; F'F ⊥ (ABC), FH ⊂ (ABC) ⇒ F'F ⊥ FH. În ∆F'FH, m('F'FH) = 90° ⇒ tg('F'HF) = 

= 
F'F 9 5

5
FH 1 9 5

= ⋅ = ; c) Fie N ∈ [AB, astfel încât BN = BF = 3 cm. Din [BN] ≡ [BF],  

'PBN ≡ 'FBN; [PB] ≡ [PB] ⇒ ∆PBF ≡ ∆PBN (C.C.) ⇒ [PN] ≡ [PF]. Perimetrul ∆A'PF este 

minim ⇔ A'P + PF + A'F este minim. Cum A'F = 3 14  (constant), perimetrul ∆A'PF este 
minim ⇔ A'P + PF = A'P + PN este minim ⇔ punctele A', P, N sunt coliniare. Avem A'N =  

= 9 2 cm; BP || AA' 
T.F.A.

⇒ ∆PBN ~ ∆A'AN ⇒ 
PB BN 9 3

PB
AA' NA 9

⋅
= ⇒ =  = 3 cm şi minimul este 

A'P + PF = A'N = 9 2 cm. 
81. Prin M – mijlocul lui (AB) se construieşte un plan paralel cu feŃele BCC'B' şi respectiv cu 
ADD'A' ⇒ (MM1M2M3). Prin N – mijlocul lui (BC) se construieşte un plan paralel cu feŃele 
ABB'A' şi respectiv cu DCC'D' ⇒ (NN1N2N3). Prin P – mijlocul lui (BB') se construieşte un 
plan paralel cu feŃele ABCD şi respectiv cu A'B'C'D' ⇒ (PP1P2P3). Prin construirea celor trei 
plane de secŃiune în cub se obŃin 8 cuburi cu latura egală cu jumătate din latura cubului iniŃial, 

adică de ℓ = 1 dm. Dacă se aleg 9 puncte din 8 cuburi, conform principiului cutiei rezultă că 

există cel puŃin două puncte situate în acelaşi cub ⇒ distanŃa maximă posibilă dintre ele este 

egală cu diagonala cubului, dar dcub = 3ℓ ; ℓ = 1 dm ⇒ dcub = 3 dm ⇒ există cel puŃin două 

dintre ele care se află la o distanŃă mai mică sau egală cu 3 dm. 

82. Fie şirul de numere 6, 9, 21, 27, 34, 43, 59, 76. Se observă că 27 + 43 ⋮ 5. 

I. A → 27 şi B → 43. Dar 27 + x, unde x ∈ {6, 9, 21, 34, 59, 76} nu este divizibil cu 5. Nu este 
soluŃie. II. A → 27 şi D → 43. Dar 27 + x, unde x ∈ {6, 9, 21, 34, 59, 76} nu este divizibil cu 
5. Nu este soluŃie. III. A → 27 şi C → 43 şi B → y ⇒ 27 + y ⋮ 5 şi 43 + y ⋮ 5 ⇒ 43 + y – 27 –  

– y = 16 ⋮  5 (F) ⇒ nu este soluŃie. 

IV. A → 27 şi A' → 43; B → x, x ∈ {6, 9, 21, 34, 59, 76} ⇒ 27 + x nu este divizibil cu 5 ⇒  
⇒ nu este soluŃie. Răspuns: Nu putem aşeza numerele 6, 9, 21, 27, 34, 43, 59, 76 în vârful unui 
cub astfel încât să satisface cerinŃa problemei. 
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83. În ∆ABC, m('B) = 90° 
T.P.

⇒  AC2 = AB2 + BC2 = 1600 + 900 = 2500 ⇒ AC = 50 cm. În 
ABCD dreptunghi, AC ∩ BD = {O} ⇒ AO = BO = CO = DO = 25 cm; A'A ⊥ (ABC). Fie  

AQ ⊥ BD, Q ∈ BD; AQ ∩ BD = {Q}; AQ, BD ⊂ (ABC) 
⊥

⇒
3T

 A'Q ⊥ DB. Fie AQ ∩ DC =  
= {M} şi MN ⊥ DC, N ∈ DC'; NM ⊥ DC; C'C ⊥ DC ⇒ NM || C'C; C'C ⊥ (ABCD) ⇒  

⇒ NM ⊥ (ABCD); MQ ⊥ DB; MQ ∩ DB = {Q}; MQ, DB ⊂ (ABCD) 
⊥

⇒
3T

 NQ ⊥ DB. Din 
(A'DB) ∩ (C'DB) = DB; A'Q ⊥ DB, A'Q ⊂ (A'DB); NQ ⊥ DB, NQ ⊂ (C'DB) şi fie A'A = x ⇒  
⇒ m['((A'DB), (C'DB))] = m('(A'Q, QN)) = m('A'QN) = 90°. Din A'A ⊥ (ABCD) şi AQ ⊂  

⊂ (ABCD) ⇒ A'A ⊥ AQ. În ∆A'AQ, m('A'AQ) = 90° 
T.P.

⇒  A'Q2 = AQ2 + A'A2. În ∆ADB, 

m('A) = 90° 
T.P.

⇒  DB = 50 cm; AQ ⊥ DB ⇒ AQ = 
AD AB

24
DB

⋅
= cm ⇒ A'Q2 = 576 + x2 (1). În 

∆ADM, m('D) = 90°; DQ ⊥ AM, Q ∈ AM 
T.Î.

⇒  DQ2 = QA ⋅ QM ⇒ MQ = 
324 27

24 2
= cm;  

MA = MQ + QA = 
27 24 75

2 1 2
+ = cm 

T.P.

⇒  DM2 = MA2 – DA2 = 
5625 2025

900 DM
4 4

− = ⇒ =  

= 
45

2
cm. În ∆C'CD, MN || CC' 

T.F.A.

⇒  ∆DMN ~ ∆DCC' ⇒ 

45
DM MN DN MN2
DC CC' DC' 40 x

= = ⇒ =  ⇒  

⇒ MN = 
9

x
16

. În ∆NMQ, m('M) = 90° 
T.P.

⇒  NQ2 = NM2 + MQ2 = 281 729
x

256 4
+  (2); AA' ⊥  

⊥ (ABCD) şi C'C ⊥ (ABCD) ⇒ A'A || CC'; CC' || MN ⇒ A'A || MN; [A'A] ≡  [MN] ⇒ 
A'AMN trapez; A'A ⊥ (ABC); AM ⊂ (ABC) ⇒ A'A ⊥ AM ⇒ A'AMN trapez dreptunghic. Fie 

NP ⊥ A'A, P ∈ A'A ⇒ APNM dreptunghi ⇒ NM = PA = 
9

x
16

; NP = AM = 
75

2
cm; A'P =  

= A'A – PA; A'P = x – 
9 7

x
16x 16

= . În ∆A'PN, m('P) = 90° 
T.P.

⇒  A'N2 = A'P2 + PN2 ⇒ A'N2 =  

= 249 5625
x

256 4
+  (3). În ∆A'QN, m('A'QN) = 90° 

T.P.

⇒  A'Q2 + QN2 = A'N2 
(1) (2) (3)+ +

⇒ 576 + x2 +  

+ 2 2 2 2 281 729 49 5625 81 49 5625 729
x x x x x 576

256 4 256 4 256 256 4 4
+ = + ⇒ + − = − − ⇒  

⇒ 2 2 2 2256 81 49 5625 729 2304 288 2592 2592 256
x x x x 9 64

256 4 256 4 4 288

+ − − −
= ⇒ = ⇒ = ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒   

⇒ x = 24 ⇒ AA' = 24 cm. 
84. a) ⇒ b); d2 = a2 + b2 + c2; d2 = ab + ac + bc ⇒ a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc | ⋅ 2 ⇒  
⇒ 2a2 + 2b2 + 2c2 – 2ab – 2ac – 2bc = 0 ⇒ a2 – 2ab + b2 + a2 – 2ac + c2 + b2 – 2bc + c2 = 0 ⇒  

⇒ (a – b)2 + (a – c)2 + (b – c)2 = 0 ⇔ 

2

2

2

(a b) 0 a b 0 a b

(a c) 0 a c 0 a c

b c 0 b c(b c) 0

 − = − = = 
  

− = ⇔ − = ⇔ =  
  − = =− =  

 ⇔ a = b = c ⇔  

⇔ ABCDA'B'C'D este cub ⇒ ABCD – pătrat; (AC), (BD) diagonale ⇒ AC ⊥ BD; CC' ⊥ BD 
şi AC ∩ CC' = {C} ⇒ BD ⊥ (ACC'); AC' ⊂ (ACC') ⇒ BD ⊥ AC'; A'ADD' – pătrat; (A'D), 
(AD') diagonale ⇒ A'D ⊥ AD'; D'C' ⊥ (ADD'A') şi A'D ⊂ (ADD'A') ⇒ A'D ⊥ D'C'; AD' ∩  
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∩ D'C' = {D} ⇒ A'D ⊥ (AD'C'); A"C' ⊂ (AD'C') ⇒ A'D ⊥ AC' ⇒ AC' ⊥ A'D; AC' ⊥ BD; 
A'D ∩ BD = {D} ⇒ AC' ⊥ (A'BD); b) ⇒ c); AC' ⊥ (A'BD); A'D ⊂ (A'BD) ⇒ AC' ⊥ A'D; 
C'D' ⊥ A'D; AC' ∩ C'D' = {C'} ⇒ A'D ⊥ (AC'D'); AD' ⊂ (AC'D') ⇒ A'D ⊥ AD'; AA'D'D 
dreptunghi ⇒ AA'D'D pătrat ⇒ b = c. Analog se demonstrează că a = c ⇒ a = b = c ⇒  

⇒ ABCDA'B'C'D este cub; 
4 4 4 4 4 4 4 4 4

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

a b b c c a 2a 2b 2c
d d

a b b c c a 2a 2b 2c

+ + +
+ + = ⇔ + + =

+ + +
 ⇔  

⇔ a2 + b2 + c2 = d2 ⇔ 3a2 = d2 ⇔ d = a 3 ; 

c) ⇒ a); 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

(a b ) 2a b (b c ) 2b c (a c ) 2a c
d

a b b c a c

+ − + − + −
+ + = ⇔

+ + +
 

⇔ 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2a b 2b c 2c a
(a b ) (b c ) (c a ) a b c

a b b c a c
+ − + + − + + − = + +

+ + +
 ⇔  

⇔ 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2a b 2b c 2c a 2a b 2b c 2c a
a b c c a b 0

a b b c a c a b b c a c
+ + = + + ⇔ − + − + − =

+ + + + + +
 ⇔ 

⇔ 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2a b a c b c 2b c a b a c 2c a a b b c
0

a b b c a c

− − − − − −
+ + =

+ + +
 ⇔ 

⇔ 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

a (b c ) b (a c ) b (c a ) c (b a ) a (c b ) c (a b )
0

a b b c a c

− + − − + − − + −
+ + =

+ + +
 ⇔  

⇔ 2 4 4 2 2 2 4 4 2 2 2 4 4 2 2 2 4 4 2 2a (b c )(a c ) b (a c )(b c ) b (c a )(a b ) c (b a )(a c )− + + − + + − + + − + +  

+ 2 4 4 2 2 2 4 4 2 2a (c b )(b a ) c (a b )(b c ) 0− + + − + = ⇔  

⇔ 2 4 4 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2a (b c )(a c a b ) b (a c )(b c a b ) c (b a )(a c b c ) 0− + − − + − + − − + − + − − = ⇔  

⇔ a2(b2 – c2)(b2 + c2)(c2 – b2) + b2(a2 – c2)(a2 + c2)(c2 – a2) + c2(b2 – a2)(b2 + a2)(a2 – b2) = 0 ⇔  
⇔ –a2(b2 – c2)2(b2 + c2) – b2(a2 – c2)2(a2 + c2) – c2(b2 – a2)2(b2 + a2) = 0 | ⋅ (–1) ⇔ 
⇔ a2(b2 – c2)2(b2 + c2) + b2(a2 – c2)2(a2 + c2) + c2(b2 – a2)2(b2 + a2) = 0 ⇔ 

⇔ 

2 2

2 2

2 2

b c 0 b c

a c 0 a c

b ab a 0

 − = =
 

− = ⇔ = 
  =− = 

 ⇔ a = b = c ⇔ d2 = a2 + b2 + c2 ⇔ d = ab bc ac+ + . 

85. a) Fie MN ⊥ BC, N ∈ (BC) ⇒ [MN] ≡ [CC'], MN || CC' şi N mijlocul lui (BC). Fie NP ⊥ 
⊥ DB, P ∈ (DB); ABCD pătrat; AC ∩ BD = {O} ⇒ AC = BD = 10 2 cm; AO = CO = DO =  

= OB = 
2

2

ℓ
 ⇒ AO = CO = DO = OB = 5 2 cm; AC ⊥ DB, dar PN ⊥ BD ⇒ AC || PN. În 

∆BOC, N mijlocul lui (BC); NP || AC, P ∈ (OB), cu reciproca teoremei liniei mijlocii ⇒ P 

mijlocul lui (OB) ⇒ (NP) linie mijlocie ⇒ NP = 
OC 5 2

NP
2 2

⇒ = cm; MN || CC'; CC' ⊥  

⊥ (ABCD) ⇒ MN ⊥ (ABCD); NP ⊂ (ABCD) ⇒ MN ⊥ NP. În ∆MNP, m('MNP) = 90° 
T.P.

⇒  

⇒ MP2 = 100 + 
50 450 15 2

MP
4 4 2

= ⇒ = cm. Din MN ⊥ (ABCD); PN ⊥ OB; PN ∩ OB =  

= {P}; PN, OB ⊂ (ABCD) 
⊥

⇒
3T

 MP ⊥ OB ⇒ A∆MDB = 
DB MP 10 2 15 2

2 2 2

⋅ ⋅
= =

⋅
75 cm2; 

b) ABCD pătrat ⇒ AC ⊥ BD; AA' ⊥ (ABCD) şi BD ⊂ (ABCD) ⇒ AA' ⊥ BD; AA' ∩ AC =  
= {A} ⇒ BD ⊥ (AA'C); A'C ⊂ (AA'C) ⇒ BD ⊥ A'C (1); C'B ⊥ B'C (BB'C'C) pătrat; A'B' ⊥  
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⊥ (BB'C'C); C'B ⊂ (BB'C'C) ⇒ C'B ⊥ A'B'. Din C'B ⊥ B'C; C'B ⊥ A'B'; A'B' ∩ B'C' = {B'} ⇒  
⇒ C'B ⊥ (A'B'C); A'C ⊂ (A'B'C) ⇒ A'C ⊥ C'B (2). Din (1) şi (2) ⇒ A'C ⊥ (C'BD). Fie A'C ∩  

∩ (C'BD) = {P} ⇒ d(A', (B'BD)) = A'P; d(C, (C'BD)) = CP; A'C = dcub = 3ℓ  ⇒ A'C =  

= 10 3 cm; A'P + CP = A'C = 10 3 cm. 

86. a) Fie N ∈ (BB') astfel încât A–N–M coliniare pe desfăşurarea laterală ⇒ P∆AMN minim.  

Pe desfășurarea suprafeței laterale în ∆ACM dreptunghic în C 
T.P.

⇒  2 2 2AM AC CM= + =  

= 625 + 25 = 650 ⇒ AM 5 26= cm, unde AC= AB + BC = 25 cm. În ∆ACM, m('C) =  

= 90° 
T.P.

⇒  AM2 = MC2 + AC2; AC este diagonala dreptunghiului ⇒ AC2 = AB2 + BC2 = 325 ⇒  

⇒ AC = 5 13  ⇒ AM2 = 25 + 325 = 350 ⇒ AM = 5 14 cm; P∆AMN = AM + MN + AN =  

= AM + ( )AM 5 26 5 14 5 2 13 7= + = + cm.  

În ∆ANB, MC || NB 
T.F.A.

⇒  ∆ABN ~ ∆ACM ⇒ 
AB NB 15 NB

AC CM 25 5
= ⇒ =  ⇒ NB = 3 cm; 

b) m('(D'B, (A'B'BA))) = 30°; D'A' ⊥ (ABB'A') ⇒ pr(ABB'A') D' = A'; B ∈ (ABB'A') ⇒   
⇒ pr(ABB'A') B = B ⇒ pr(ABB'A') D'B = A'B ⇒ m('(D'B, (A'BB'A'))) = m('(D'B, A'B)) =  

= m('D'BA') = 30°. În ∆D'A'B, m('A) = 90°; m('D'BA') = 30° 
T. 30°

⇒
'

 A'D' = 
D'B

2
 ⇒ D'B =  

= 20 cm 
T.P.

⇒  A'B2 = D'B2 – A'D'2 = 400 – 100 = 300 ⇒ A'B = 10 3 cm. În ∆A'AB, m('A) =  

= 90° 
T.P.

⇒  A'A2 = A'B2 – AB2 = 300 – 225 = 75 ⇒ A'A = 5 3 cm. Fie NQ ⊥ (D'BC), Q ∈  

∈ (D'BC) şi D'C' ⊥ (NBC) ⇒ d(N, (D'BC)) = NQ ⇒ NQ ⋅ A∆D'BC = D'C' ⋅ A∆NBC (1); A∆D'BC =  

= 
1

2
AA'BCD'; A'D'CB dreptunghi ⇒ AA'BCD' = A'D' ⋅ A'B = 10 3  ⋅ 10 = 100 3 cm2 ⇒ A∆D'BC =  

= 50 3 cm2 (2). În ∆NBC, m('B) = 90° ⇒ A∆NBC = 
NB BC 3 10

2 2

⋅ ⋅
=  = 15 cm2 (3). Din (1), 

(2) şi (3) ⇒ NQ ⋅ 50 3  = 15 ⋅ 15 ⇒ NQ = 
225 3 3

250 3
= cm ⇒ d(N, (D'BC)) = 

3 3

2
cm. 

87. a) a > 0, b > 0, AB = b, SA = a. În ∆SMA, m('M) = 90° 
T.P.

⇒  SM2 = a2 – 
2b

4
 (1); BM =  

= h3 =
3 b 3

2 2
=

ℓ
. În ∆SBM, m('S) = 90° 

T.P.

⇒  SM2 = 
2

23b
a

4
−  (2). Din (1) şi (2) ⇒ a2 – 

2b

4
=  

= 
2

23b
a

4
−  ⇒ 2a2 = b2 ⇒ b = a 2 ; b) VSABC = VCSAB ⇒ AABC ⋅ SO = ASAB ⋅ d(C, (SAB));  

SO = 
2 2

2 2
ABC ASC

a 2
a 2a 3 3 a 3 AC SM a 22SM OM ; ; ; SM

3 4 2 2 2 2

⋅⋅
− = = = = = =

ℓ
A A . 

Avem 
2 2a 3 a 3 a

2 3 2
⋅ = ⋅ d(C, (SAB)) ⇒ d(C, (SAB)) = a; c) cu RTP se obține ∆SAB dreptun-

ghic în S și ∆ SBM drept. În S ⇒ SA ⊥ SB în (SAB) și SM ⊥ SB în (SBM) ⇒ '((SAB) ; 
(SBM)) = '(SA, SM) = '(ASM); în ∆ASM, m('(ASM)) = 45° 
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88. a) Fie M ∈ [BB'] astfel încât MB = MB' = 
AA

2

′
 şi cum NC = NC' = 

AA

2

′
 ⇒ [MB] ≡  

≡ [NC], dar MB || NC ⇒ BCNM paralelogram. Cum m('NCB) = 90° ⇒ BCNM dreptunghi ⇒  
⇒ MN || BC, MN = BC = 12, dar BC || AD ⇒ MN || AD ⇒ punctele A, D, N, M coplanare, 

ADNM trapez isoscel, AM = ND. În ∆ABM, m('B) = 90°
T.P.

⇒  AM = 6 7 ; (BFF') ∩ (AMD) = 

= MQ; Q ∈ [BF] şi cum ∆ABC isoscel şi AQ ⊥ BF ⇒ [AQ] mediană ⇒ QB = QF = 
3

2

ℓ
;  

QB = 2 26 3; AQ AB BQ 144 108= − = −  = 6; MQ = 2 2MB BQ 216 6 6+ = = ; DQ =  

= AD – AQ = 24 – 6 = 18; BF = B'F' = 3 12 3=ℓ  ; BB' = FF' ⇒ BFF'B' pătrat. În ∆BFB', 
[MQ] linie mijlocie ⇒ MQ || B'F, dar B'F ⊥ BF' ⇒ BF' ⊥ MQ (1); AD ⊥ BF; AD ⊥ BB';  
BF ∩ BB' = {B} ⇒ AD ⊥ (BB'F'); BF' ⊂ (BB'F') ⇒ BF' ⊥ AD (2). Din (1) şi (2) ⇒ BF' ⊥  
⊥ (ADN); DN ⊂ (ADN) ⇒ BF' ⊥ DN; b) Fie {S} = MQ ∩ BF' şi SP ⊥ ND, P ∈ [ND]. Cum 
BF' ⊥ (ADN); SP ⊂ (ADN) ⇒ BF' ⊥ SP ⇒ d(BF', ND) = SP. Din MB ⊥ (ABC); AD, BQ ⊂  

⊂ (ABC); AD ⊥ BQ 
⊥

⇒
3T

 MQ ⊥ AD ⇒ MQDN trapez dreptunghic;  

AMQDN = SMN

(DQ MN) MQ 24 6 6 SM MN
72 6; ;

2 2 2

+ ⋅ ⋅ ⋅
= = =A  

( )SDN MQDN SMN SDQ

(DQ MN) MQ MN MQ DQ MQ MQ DQ N

2 4 4 2 2

+ ⋅ ⋅ ⋅ + = − + = − + = ⋅ = 
 

A A A A

= MQDN
SDN

SP ND 72 6 12 42
36 6; SP

2 2 76 7

⋅
= = ⇒ = =

A
A . 

89. Vom arăta unicitatea punctului M (M fiind mijlocul muchiei [BB']). Presupunem că există un 
punct M' ∈ [BB'] simetricul lui M faŃă de mijlocul muchiei [BB'], M' ≠ M. Din [AB] ≡ [B'C']; 
[MB] ≡ [M'B']; 'ABM ≡ 'C'B'M' ⇒ ∆MAB ≡ ∆M'C'B' (C.C.) ⇒ [MA] ≡ [M'C'] (1). Din 
[M'B] ≡ [MB']; [AB] ≡ [B'C']; 'ABM' ≡ 'C'B'M (90°) ⇒ ∆M'AB ≡ ∆MC'B' (C.C.) ⇒  
⇒ [M'A] ≡ [MC'] (2). Din (1) şi (2) ⇒ ∆MAC' ≡ ∆M'AC' (L.L.L.), deci m('AM'C') =  
= m('MAC'), contradicŃie. Deci M = M' şi M este mijlocul lui [BB']. Fie h = BB'. În ∆ABM, 

m('B) = 90° 
T.P.

⇒  AM = 
2

2 2 2 h
AB MB a

4
+ = + . În ∆C'B'M, m('B') = 90° 

T.P.

⇒  C'M =  

= 
2

2 2 2 h
B'C' B'M a

4
+ = + . În ∆ACC', m('C) = 90° 

T.P.

⇒  AC' = 2 2 2AC CC' a h2+ = +  şi 

cum ∆AMC' este dreptunghic, m('AMC') = 90°
T.P.

⇒ AC'2 = AM2 + MC2 ⇒ a2 + h2 = 2a2 + 
2h

2
 ⇔  

⇔ h2 = 2a2 ⇒ h = a 2 . Fie A'C ∩ AC' = {O} şi D ∈ [AC] astfel încât [DA] ≡ [DC];  

OD ≡
�

 BM ⇒ BMOD dreptunghi ⇒ MO = BD = 
a 3

2
. Din BD ⊥ AC; BD ⊥ AA'; AC �  AA' 

rezultă BD ⊥ (AA'C'C) şi cum MO || BD ⇒ MO ⊥ (ACC'); pr(ACC') AM = AO ⇒  
m('(MA, (ACC'))) = m('(AO, MA)) = m('MAO). În ∆MOA, m('O) = 90°, sin('MAO) =  

= 
OM a 3 2 2

AM 2 2a 6
= ⋅ =  ⇒ m('MAO) = 45°.  
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