88. Sa se demonstreze ca:

) V1146v2 —\3-22 e N;

b) ! + ! +..+ ! <£;
WI+IW2 32+243 100v/99 +994/100 20

¢) Vx2 —8x+25 +4x2 +12x+25> 7, x € R.

Etapa locala, Galati, 2013, prof. Romeo Zamfir (prelucrare)
89. Fie a, b > 0. Demonstrati ca:
a)(a’+ 1)(b>+1)>(a’b+ I)(b’a+1);
b)a’b’+ 1 >ab(a+b) pentrua, b>1saua, b< 1.
Etapa locala, Galati, 2013, prof. Vasile Popa
L, ! +...+ ! neN
W2+2d1 23+32 n\/n+1+(n+1)\/H’ '
b) Aritati cd V1-2 ++/2-3+...+n(n+1) <n(n+1),n e N".

Etapa locala, Carag-Severin, 2013, RMCS 39/2012, prof. Laurentiu Panaitopol

90. a) Calculati S=

.. . 3 .
91. a) Demonstrati inegalitatea: \/x° +xy+y’ > g(x +Yy), pentru orice numere reale

pozitive X, y.

Thxy+y’ +yz+7’ 2 2
b) Deduceti ca \/X Ty +\/y yzrz +\/Z tzX+X >3 l+l+l ,

Xy yz zX X y z
oricare ar fi numerele reale pozitive x, y, z.

Etapa locala, Suceava, 2013
92. Numerele reale strict pozitive x si y verifica inegalitatea 2Jx +\/§ >Jx+1)(y+4).

Calculati media geometrica a numerelor x si y.
Etapa locala, Bistrita-Nasaud, 2013
93. a) Fie a si b doud numere reale pozitive. Aratati ca ava +byvb >avb +bVa .
b) Aratati ca, pentru orice numar natural nenul n, are loc inegalitatea:
1 1

1 1
+ +..+ <l- .
22+ 3 B3+22 (n+1vn+1+nvn Jn+1

Etapa locala, Botosani, 2013
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IV. ECUATII SI INECUATHI

1. Sa se rezolve In multimea numerelor naturale ecuatia:
V+y—10=(>+3x) - (x> +3x + 1).
Etapa locala, Braila, 2008, prof. Liliana Stoian
2. Sé se determine X, y, z € N astfel incat:

2X + 3y +4z+26 = 22x —1+643y -3 +8V4z 4.

Etapa locala, Buzau, 2008

XI3}=4, unde [a]

.. . . . . X+2
3. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia: = +

este partea intreagd a numarului real a.
Etapa locala, lalomita, 2008
x?+1

xt+1

4. a) Determinati x € R astfel incat are loc egalitatea: x =

b) Rezolvati sistemul format din ecuatiile: \/x2 —6y+15=1si \/y2 +4x+3=2.
Etapa locala, Salaj, 2008
5. Determinati numerele distincte a si b, stiind ca [a, b] © Z = {a, b}, iar 4b* + 9a’ —
—12b+6a—-7=0.
Etapa locala, Bacau, 2009
6x 3x+1
3x+1 6x
Etapa locala, Bucuresti, 2009, prof. Vasilica Dilimog-Nita
7. Sa se determine numerele intregi nenule a si b, pentru care:
a+l _b-1.3 4

6. Sa se rezolve ecuatia =2-|3x—-1].

— si—+—=2.
b a a b
Etapa locala, Carag-Severin, 2009, prof.Ovidiu Badescu
8. Sa se rezolve in R ecuatia: X+l + X+2 + x+3 +..+ X+n =n, unde n € N,
2 3 4 n+1

n fixat.
Etapa locala, Giurgiu, 2009, G.M. 9/2007, prof. Luca Tuta

9. a) Rezolvati in R ecuatia {x}*> + 2x - min(x, [x]) = (x + 3)(x — 5) + 2x + 24, unde
{x} este partea fractionara a lui x, iar [x] este partea intreaga a lui x.
b) Numerele naturale a, b, ¢ reprezintd lungimile laturilor unui triunghi dreptun-

. . . 2bc .
ghic, a > b > c. Demonstrati cd ———— este numar natural.
a+b+c

Etapa locala, lalomita, 2009
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10. a) Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia: 2x + xy — y* = 13.
b) Reprezentati graficul functiei f: (—oo, 0] U {2, 3}, f(x) = —x + 3 si rezolvati ine-

cuatia mﬁl
x+2

Etapa locala, lalomita, 2009
11. Determinati numerele naturale n, pentru care Yn” +8n+37 € Q.
Etapa locala, lasi, 2009

12.a) Aratati cd nu existd x € R astfel incat | x -3 |+

x—i‘zx—Z.
2

b) Daci x € [-1, 3] siy € [-2, 7], atunci x* + 2x + y* — 4y apartine intervalului [5, 36].
Etapa locala, Maramures, 2009, G.M. 4/2008, prof. Alexandru Vele

13. Determinati a, b, ¢ € N care satisfac relatia:

a+2b+3c+41=4Va+l +632b+1+10y3c+1.
Etapa locald, Neamt, 2009, prof- lon Ivan si loan Mihut
14. Determinati x, a, b care satisfac egalitatile: 453, ) +231,, =4ab .

Etapa locala, Olt, 2009, prof. loana Nitu si Victoria Negrila
15. a) Demonstrati cd ecuatia (x + 1)(x + 2) = y(y + 2) nu are solutii in N x N.
b) Demonstrati ca ecuatia (x + 1)(x + 2) = (y + 2)(y + 3) are o infinitate de solutii
in N x N.

Etapa locala, Valcea, 2009, prof. Damian Marinescu, G.M.

16. Determinati solutiile naturale ale ecuatiei:
6Vx—2+8y—-3+10Vz—4 =x+y+z+41.
Etapa locala, Bragov, 2010, G.M. 2/2009
17. Determinati numerele reale x,y, z,dacix +y+z=6sixy + xz +yz=12.
Etapa locala, Bistrita-Nasaud, 2010, Braila, 2010
Prof. Gheorghe Parancea, G.M. 6/2009
18. Determinati cel mai mic numar real k, stiind ca ecuatia:

x+y-k _ Jx=2009 + \/y +2010 are solutii reale.

Etapa locala, Covasna, 2010
19.Fiea,b e N'. Demonstrati ci ecuatia (n + 23)* = (n + 5)° are solutii n € N" daca si

. _a 2
numai dacd —=—.
b 3
Etapa locala, Dambovita, 2010, prof. Calin Burdugel
20. Sa se rezolve ecuatia X + x+l + xX+3 + X+5 +...+ X+2009 1006 .
2 4 6 2010

Etapa locala, Mehedinti, 2010
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21. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia: \/ x> =20 + \/ 45-x* = 2x +5|.
Etapa locala, Sibiu, 2010, G.M.
22. Determinati perechile de numere naturale (a, b) care verifica egalitatea:
a+2b—b”=42a+a’+[2a+1-2b].

Etapa judeteand, 2010, prof. Adriana si Lucian Dragomir
23. Determinati numarul natural n, pentru care:
1 1

+ +..+ ! =1
V34242 s+2d6  J@en+1)+2/nm+1)
Etapa locala, Bistrita-Nasaud, 2011, E: 1013 Sup. G.M./2010
24, Sa se determine numerele naturale n, pentru care existd numerele intregi a, b, c,
astfel incatn’ =a+b+csin’ =a’+b*+ ¢’
Etapa locala, Galati, 2011, prof. Visilina Guita
\/5 —a \/5 -b
+ e 7.
V2+a 240

Etapa locala, Carag-Severin, 2011, RMCS 28/2009
26. Dacax € (-3, 5) siy € (-1, 6), aratati ca numarul:

0.

25. Determinati numerele Intregi a si b, pentru care: [

a =\/x2 +y?+2xy—22x—22y+121 +\/x2 +y> +2xy+8x+8y +16
este numar natural.
Etapa locala, Carag-Severin, 2011, prof. Vasile Chig
27. Sa se determine x € [13, ) pentru care: x/x—4\/x—4 +\/x+5—6«/x—4 =1.
Etapa locala, Mehedinti, 2011

28. Aflati numerele reale x, y, z si a, astfel Incat:
2+a?

xtytz=1l-a;xytxzt+tyz=
Etapa locala, Mehedinti, 2011

2
1 1
29. a) Calculati: | ———-——7| .
) ’ (\/27 &J

b) Rezolvati in N* x N ecuatia L+ ! !
Jx

Jy 27
Etapa locala, Suceava, 2011, prof- Laura Schroder
30. Aflati numerele reale a, b, c, stiind ca [a,b] " Z = {a, b, c} sica a+b*—2b—a=3.
Etapa locala, Bihor, 2011
31. Si se rezolve in R ecuatia: 4044121 {x}* — 2011x — 2011{x} + 2011 = 4038090 -
- [x] + 2010, unde {x} reprezinta partea fractionard a lui x, iar [x] reprezintd partea

intreaga a lui x.
Etapa locala, Olt, 2011, prof. luliana Trasca
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32. Fie a si b doua numere rationale diferite, a > 0. Consideram multimea A = {x;, X,
. n+2)x +n-x .
X3, X4, X5}, Unde X; = a, X, = b si xn+1=( )% 12 oricare ar fin € {1, 2, 3}.
(n+2)+n

a) Exprimati in functie de a si b elementele multimii A.

b) Daca A — {a, b} = Nsi b <1, determinati numarul a.

Etapa locala, Bucuresti, 2011, prof. Mircea Fianu
33. Determinati numerele reale strict pozitive a, b, c, stiind ca:

Va+12=+12a +b+6-20b ++/c+10—+24c <6.

Etapa locala, Botosani, 2011

34. Aflati numarul natural n, pentru care: \/\/H-i-l —\/\/H—l =22 -420.

Etapa locala, Arges, 2011, prof- lonel Tudor, GM. 11/2010
35. Aflati numerele x si y, pentru care expresia E(x, y) = 5x° + 4xy + y* + 6x + 6y +
+ 33 are valoare minima si precizati aceasta valoare.

Etapa locala, Salaj, 2011
36. a) Demonstrati ¢ 3a> —2a + 3 > % , pentru orice numar real a.

b) Determinati numerele reale x si y cu proprietatea ca:
xX*—x+ 13y -2y +3)-2=0.
Etapa judeteana,, 2011
37. a) Sa se rezolve In multimea numerelor naturale ecuatia:
Xy +x-y =2x"+2y* - 32.
) B X+y+z=4
b) Aflati numerele x, y, z stiind ca: .
’ {2xy—2x—22=9
Etapa locald, Buzau, 2012
38. Rezolvati ecuatia: 1 + [x] = [px], unde p este un numar natural, iar [a] reprezinta
partea intreaga a lui a.
Etapa locala, Dolj, 2012, G.M. 7-8-9/2010
39. Daca [x] reprezinta partea intreaga a lui x, s se rezolve ecuatia:

x+2 | x-1
IS
Etapa locala, Gorj, 2012
40. Fie x> + xy + x = 14 5i y* + xy + y =28, unde x, y € N. Determinati suma numere-

lor x siy.
Etapa locala, Covasna, 2012
41. Fie ecuatia 2™ "M "1 _9. 28 =2012, cu (x, y) € R x R, unde prin [a] s-a notat
partea intreaga a numarului real a.
a) Dovediti ca perechea (2\/5 ; 8,3) este solutie a ecuatiei.

b) Rezolvati ecuatia pentru x > 0, y > 0.
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c) Aratati ca pentru x <0, y <0 ecuatia nu are solutii.
Etapa locala, Suceava, 2012, prof. Ecaterina Huluta
42. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:
52x* +y) + 6y - (2x + 1) =4x - 13.
Etapa locala, Timis, 2012, G.M.

43.Fiea, b, c € Z si x = 20052, y = 2005""*, z=2005""2". Demonstrati ci:

1 1 1
+ + =1.
l+x+xy l+y+yz 1+z+2zx
,Argesgim”, Pitesti, 2008, prof. Angela Ion
44. Determinati perechile de numere intregi nenule (X, y) care satisfac relatia:

1_1:2.@_1}
XYy Xy

Etapa locald, Maramures, 2012 (S.E. 11323 adaptare)
45. Sa se determine a € R astfel Incat ecuatia |||x| — a| — 5| = 4 sd aiba exact cinci solutii.
Etapa locala, Ilfov, 2012

46. Determinati numarul de perechi de numere naturale (m, n), m < n, care verifica

: 31 1
egalitatea —=—+—.
m n

,Jose Marti”, Bucuresti, 2012

47. Si se rezolve in R x R ecuatia 2x -4 ++/15 —2y-v/4—+/15 =510 + 96 .

., Petru Morosanu”, 2010, prof. Constantin Apostol
48. Determinati numirul a cu proprietatea ca (a’ + 2a— 3)° + (a” — 2a— 15)° = 8(a” - 9)’.
,, Alexandru Myller”,, 2011

49. a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [x +1]+ {x + %} = 2x+3 .

2
prof. Gheorghe Fianu
b) Fien € N $i Xy, Xg, ..., Xy € {—2013; 2013}. Sa se determine multimea numere-

lor naturale n pentru care este adevarata egalitatea: x;X; + XpX3 + ... + Xy X, + XX, = 0.
Etapa locala, Calarasi, 2013, prof. Lucian lonita

50. Determinati numarul natural E pentru care

=0,xy.

xy —1
Etapa locala, Dolj, 2013, G.M. 6/2010

51. Aritati ca daca 3a” + 3b° —2a— 14b + ? =0, unde a, b € R, atunci ; <at+b<4.

Etapa locala, Dolj, 2013
52. Determinati numerele intregi x si y pentru care x> — 5¥ = 8.
Etapa locala, Carag-Severin, 2013, prof. Ovidiu Badescu, RMCS 40/2012
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53. Aflati x, y e R astfel incat vx—1936 +1/y—1936 =~ _

Etapa locala, Gorj, 2013

54. M-am géandit la un numar, I-am adunat cu 3, rezultatul 1-am ridicat la patrat, noul

rezultat l-am impartit la 4, din rezultatul obtinut am scézut numarul cu 2 mai mare de-

cat numarul la care m-am gandit, din rezultatul astfel obtinut am extras radacind patra-
ta si am obtinut ca rezultat final 8. La ce numar m-am gandit?

Etapa locala, Covasna, 2013

55. Si se rezolve in Z ecuatia: \/x2 +y —dx+6y+17 +~/7> —2z+2 =3.
Etapa locala, Covasna, 2013
56. Se considera expresia E(x) = ax>+bx +c,undea, b, c € R. Determinati numerele

a, b sic, stiind ¢ E(x) € Q, oricare ar fix € R\ Q si E(2013) =2013.

Etapa locala, Bucuresti, 2013, prof. Cosmin Nitu

. . . . 1 1 1
57. Rezolvati in numere intregi ecuatia: + =—=.

X+y+x +y’ x+y—x*+y" 2
Etapa locala, Dambovita, 2013, R.M.T. 4/2009
58. a) Determinati numerele reale X, y, z, stiind cdx +y + z=6 si xy + xz + yz = 12.
b) Ardtati ci numarul S = 6 + 13’ + 20° + ... + (7n — 1)’ + 15n se divide cu 7,
VneN.

Etapa locala, Vrancea, 2013
59. Sa se arate ca pentru oricare a, b € N are loc inegalitatea:
a’> b a-b
+ > .
42 a3 2+

Etapa locala, Harghita, 2013

60.a,b,c e Q* si l+%+l = abc. Sa se arate cd numarul:
a c

\/(1 +a’b?)(1+b’c’)(1+c’a’) este rational.
Etapa locala, Teleorman, 2013
25x% +20y” +137° <1952
61. Determinati x, y, z € R care verifica relatiile: {3xy+6yz+4zx =488
Xx+y+z=18
Etapa locala, Teleorman, 2013, prof. Mihai Bogdan
62. Demonstrati ca nu existd numere naturale X, y, z pentru care x + 3y + 5z = 2012 si
x> +y*+ 32" =2013.
Etapa locala, Mures, 2013

41



63. Rezolvati ecuatiile:

1 1 1
a) Ox X+ +|5x—l|=2,xeR\{——, 0};
5x+1 10x 5

4
b) X —dx+ 4=
4

Etapa locala, Timis, 2013, RMT 1/2013

64. Rezolvati ecuatia (x +y)’ —2(x—2)(y + 1) + 1 =0.
Etapa locala, Vrancea, 2013, RMI Constanta 1/2011, prof. Vasile Tarciniu
Xyz  _ ) Xyz _ I si Xyz
X+y y+z Z+X

65. Fie x, y, z numere reale astfel incat = a, unde

1 g o
a> ) este un numar real. Determinati produsul xyz.

Etapa locala, lalomita, 2013, prof. Marin Chirciu, GM. 11/2012
66. a) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia:
Xyz—Xy—Xz—-yz+x+y+z=2014.
b) Demonstrati cé exista a, b, ¢, d numere naturale nenule si distincte, astfel ca:
2013=a’-b" -’ +d>
Etapa locala, Sibiu, 2013, prof- Petru Viad

67.a)Sasearateca [l1+—+—— € ,VkeN*.
) k> (k+1)° Q
b) Sa se rezolve in R ecuatia:
3 1 1 1 1 1 1 2012
N | e e | o s s i SO DY | -+ - =X+ .
2 22 3 37 4 2012° 2013 2013

Etapa locala, Giurgiu, 2013
68. Determinati tripletele de numere intregi (X, y, z) cu proprietatea ca:
XH+y +z22=16(x+y+7z).
Etapa judeteana, 2013

o - 2x+1
69. Determinati toate numerele reale x pentru care numarul a = m este nu-
X" +2x+

mar intreg.
Etapa judeteana, 2013

42



GEOMETRIE

1. PARALELISM iN SPATIU

1. Pe planul triunghiului isoscel ABC ([AB] = [AC]) se duce perpendiculara in G
(centrul de greutate) si se ia pe aceasta un punct D. Fie punctul N € [AB] astfel incat
AN

NB = % si prin N se duce un plan o || (DBC) care intersecteaza DG 1n Q.

a) Stabiliti valoarea raportului oQ .
GD

b) Determinati m(«(a., (ABC))) stiind cd DG =ATM, unde M este mijlocul lui

[BC].
Etapa locala, Arges, 2008

2. Fie ABCD tetraedru cu toate muchiile de lungime a, (a > 0), iar M si N sunt mij-
loacele muchiilor [AB] respectiv [CD]; AO este iniltime a tetraedrului. In punctul P,
care este simetricul lui B fata de D, se ridica perpendiculara pe planul (BCD) pe care
se considerd segmentul [SP] de lungime a.

a) Aratati ca SP || (AOD).

b) Calculati distanta de la S la BC si masura unghiului dintre planele (SBC) si
(BCD).

c¢) Calculati lungimea segmentului [MN].

V2

d) Ardtati ci RQ > aT unde R € [AB], Q € [CD].

Etapa locala, Bragov, 2008, prof. Dorina Bocu
3. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, [AB] = [AC] si E € (AB), F € (AC) astfel incat
[AE] = [CF].
a) Aratati ca dreapta OP este paralela cu planul (BCD), unde O si P sunt mijloacele
segmentelor [EF] respectiv [AD).
b) Dacd M este mijlocul segmentului (BC), G centrul de greutate al ADBC si AG N

N MP = {T}, calculati valoarea raportului % .

Etapa locala, Brasov, 2008
4. Fie ABCD si BCEF douad paralelograme situate in plane diferite, iar punctul P mij-
locul segmentului [AB]. Demonstrati ca AE || (FPC).

Etapa locala, Braila, 2008
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5. Un tetraedru regulat este sectionat cu un plan dupa un romb. Sa se demonstreze ca
rombul este patrat.
Etapa judeteanda, 2008
6. Fie ABCD trapez (AB || CD) in care AB = 6a; CD = a, AC L BD si m(«BAD) =
= 60°. Stiind ca MA L (ABC), NB || MA, MA = 6a, NB = 2a\3 , Se cere:
a) aratati ca AD = 4a;
b) calculati m(x((MCD), (NCD))).
Etapa locala, Alba, 2009
7. Prin mijlocul M al muchiei (AB) a tetraedrului ABCD se duce un plan paralel cu
AC si BD care intersecteaza muchiile (BC), (CD) si (DA) in N, P, Q. Determinati un-

ghiul dreptelor AC si BD, stiind ca aria patrulaterului MNPQ este % -AC - BD.

Etapa locala, Arad, 2009
8. Patratul ABCD si triunghiul echilateral ABE sunt incluse in plane distincte. Fie M,
N € (AB) astfel incat AM = MN = NB si notdm cu G si F centrele de greutate ale tri-
unghiurilor BEM si ADN.
a) Demonstrati ca FG || (CDE).
b) Aflati FG stiind ca AB = 18 cm §i masura unghiului format de dreptele AB si
DE este egala cu masura unghiului format de AD si CE.
Etapa locala, Botosani, 2009
9. Se considera patru puncte diferite, necoplanare V, A, B, C astfel incat VB = AC ==
BC si VA > VC (m(«VBA) > m(«VBC)). Fie [BM bisectoarea «VBA, M € (VA),
[BN bisectoarea «VBC, N € (VC) si [AF bisectoarea «CAB, F € (BC); MN N
N (ABC) = {P}; PF N (AB) = {E}; (VE) n (BM) = {Q}; (AF) n (CE) = {J}.
Sa se demonstreze ca QJ || (VAC).
Etapa locala, Galati, 2009, prof. lulian Stiubianu
10. Fie un segment [AB] si un plan a astfel incat [AB] m o = & si [AB] neparalel cu
a; Pry[AB] = [MN].
a) Determinati pozitia punctului C € a pentru care AC + BC este minima.
b) Daca AB =50 cm, AM = 10 cm, BN = 40 cm, determinati d(P, MN) astfel incat
P € a si AABP este echilateral.
Etapa locala, Mures, 2009, prof. Sebestyen Julia
11. Segmentele [AB] si [CD] sunt situate pe drepte necoplanare, iar M € [AB], N €
e [CD], Z € [MD], X € [MC], Y € [BN], T € [AN] astfel ca 2AM = MB; CN =
=3ND; 3ZD =MZ; 3MX =XC, 2YN = BY; 2AT =TN.
Demonstrati ca X € (YZT).
Etapa locala, Satu Mare, 2009, prof. Petru Braica
12. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare si G centrul de greutate al ABCD. Parale-
lele prin B, C, D la dreapta AG intersecteaza planele (ACD), (ABD) respectiv (ABC)
in punctele M, N respectiv P. Aratati ca:
a) BM = 3AG; b) Aratati ca (MNP) || (BCD).
Etapa locala, Teleorman, 2009
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xe[-3,1]siy e [-2,0] = [x+3|=x+3,iar |y + 4| =y + 4. Atunci avem:

2Wx2+6x+9 —yJy’ +8y+16 =2x —y+2;x € [3, 1] = 3<x <1 = 6<2x<2ye
€[-2,0]=2<y<0=20<y<+2=06<2x-y<4=>4<2x-y+2<6=>2x-y+2 €
320

42 4 2,1 22 2 42
€ [-4,6]:b) a2+ 21 Sy @ 2a +1 a aJ;l 3a +320<:>(a 2)
a“-1 a -1 a“ -1 a” -1

>0,

adevarat deoarece din a < —1 = a> > 1 si atunci a’> — 1 > 0. Altfel a> + >3oal-1+

a’—

21 S22 @ -1)- 21 S22 12, a?—4/3-a+21=(a-2v3)2+9> 9 =+/a’ —4ay3 +21>3;
a — a —

b2 —2by3 +28=(b—+/3)2 +25>25= b2 =2b/3+28 > 5; > —6c+25=(c—3)*+ 16 >
> 16 = +c*—6c+25>4. Adunand inegalititile de mai sus = +/a’ —4a\3+21+
+ \b? =2by/3 +28 ++/c* —6c+25 >12. Tinand cont de cerinta exercitiului se impune egalita-

te, care se obtine pentru a = 2\/5 ,b= ﬁ ,c=3. Observim ci b> + ¢* = a*> = triunghiul este

+

dreptunghic cu b si c catete, iar a ipotenuza si cum o catetd este jumatate din ipotenuza =
= avem un triunghi dreptunghic cu misura unghiurilor: 30°, 60°, 90°. 13. a) E(x) = x* — x’ +
X -3 +2=xX(x-D+E-DE-2)=x-DE +x-2)=x-DE-DE*+2+x)=(x -

2
1) +x+2); (x— 1) 20darx* +x+2 = (x-ﬁ-%] +%> 0, deci E(x) > 0; b) E(a) = (a —

—1)’(a® + a + 2). Pentru ca E(a) si fie patrat perfect, trebuie caa’ +a+2=k*|-4 = 4a” + 4a +
+8=4k o (Qa+ 1) +7=4 < (2a+1)Y -4k’ =T < (2a+1-2k)(2a + 1 +2k) = -7,
2a+1-2k=-7
){2a+l+2k=l )

2a+1-2k=-1
{2a+1+2k=7 (+)

2 W2y o N2 2 12 2 12
ae {-2,1}.14. a) (@’ +b )2 (a-b) =2 b a2+2ab b =%ab:ab;b)Dacéa(a—b)

si b(b —a) € Q = ci si suma a(a — b) + b(b — a) = (a — b)” este rational. Dar a(a — b) € Q si

=4a+2=-6=>4a=-8§=>a=-2;

=4a+2=6=4a=4 = a= 1. Deci E(a) este patrat perfect pentru

b(b — a) € Q = produsul lor, adici ab(a — b)* € Q. Impartind cele doui relatii = a - b € Q.

1 1 1 2 2
15. —+—+—=1<xy + X2 + yz =Xyz, (1); ﬂ+lzxyz+z :Xy+xz4;yz+z :(X+z)§y+z);
X y z z 7 z z

¥z i Xyz+ x* _+x)z+x) XZ__ xyz+y’ _x+y)(z+y)

. Inmultind relatiile de

X x? x? y y’ y2
2 2 2
mai sus, obfinem: N = (x+7y) (yz+2Z)2 (z+x) , evident pozitiv = VN :|(X+Y)(Y+Z)(Z+x)| .
Xy'z | Xyz
2
c Q. 16. % — k< 9x2+x(12 - 3k) + 5 — 2k = 0. Calculim A = (12 — 3k)? — 36(5 —
X+

101



— 2k) = 9k” — 36, care este nenegativ pentru k < —2. Asadar, nu existd o cea mai mici valoare a
expresiei pentru orice x real. 17.a) (x +y)' — (x —y)' =40 & [(x + y)* - (x — y)*] - [x + y)* +
+(x — y)'] =40 < 4xy(2x” + 2y7) = 40 < 8xy(x’ + y?) = 40 < 40xy = 40 < xy = 1; b) Folo-
:l_ 1 si 3 :l— 1 . Atunci E(x) = ! !
k(k+1) k k+1 nn+3) n n+3 x—-2 x-1
1 1 1 1 1 1

+ - + - - + = E(x) =0 = E(-1) + E(-2) + ... + E(~2009) =

x-3 x-2 x-4 x-3 x-4 x-1
=0 <2009. 18. a) 25" =2 - 5" + 1 = (5" — 2 - 5" + 1 = (5" — 1)’. Fractia devine
(S"-1* 5"
2(5" -1 2
= 5" — 1 : 2. Deci fractia este numar natural, pentrun € N;b) x> +y* - 2x + 4y + 5 <0 &
SX -2+ 1+y +dy+4<0 (x—1)Y +(y+2)*<0,dar (x— 1)+ (y+2)'20= (x— 1)* +
+y+2l=0ox-1=0=>x=1siy+2=0=>y=-2=(x,y) € {(1,-2)}.
19. a2 +b% - 432 - 64/2b+30<0 = (a® — 4432 +12) + (b> —64/2b+18) < 0 = (a—2+3)% +

+(b=3v2)2< 0 dar (a-243)>>0,(b-3v2)*>0= (a—2x/§)2+(b—3\/5)220 o (a -
~243)>=0si (b-3v2)’=0< a=23si b=3v2. Numarul x_( ](3\/_

sim relatiile

. Evident 5" este numar impar = 5" — 1 numdr par, adica divizibil cu 2 =

12
NN
~2V3)= [6*/_ 6*/_}3\/_ 243) = (2V3 +3V2)3v2 - 243) = 3v2)* - (23)* = 18 - 12 =

=6 € N=x e N. 20. Fie x — 1, x si x + 1 cele trei numere intregi consecutive. Atunci
x-—D*+x*+(x+1)P=x*-2x+1+x*+x*+2x + | =3x* + 2. Vom demonstra ci numarul
3x* + 2 nu poate fi cubul unui numar natural, oricare ar fi x € Z. Numdrul obtinut este de for-
ma 3p + 2, iar numerele de forma 3k, 3k + 1, 3k + 2 au cuburile de forma My, Mgy + 1 sau Mg —
— 1. Dacd x =3k = 3x* + 2 =27k’ + 2 = My + 2 nu este cub perfect. Dacd x =3k + 1 = 3x* +
+2=27k*+ 18k + 5 = My + 5 nu este cub perfect. Dacd x = 3k + 2 = 3x* + 2 = 27k* + 36k +
+ 14 = My + 5 nu este cub perfect. Deci suma patratelor a trei numere Intregi consecutive nu
poate fi cub perfect. 21. Vom scrie expresia E(x, y) ca o suma de patrate perfecte. E(x, y) =
=X 4+ 2xy + 22Xy + Y A 6X + 3y + 3y +9+ 9+ 15 = (X" — 6x + 9) + (4x> + 2xy + 6x) +
+2xy+y+3y)+(6x+3y+9) + 15=(x—3)*+2x(2x +y+3) +y2x +y +3) + 3Q2x + y +
+3)+15=(x-3+Q2x+y+3+15 Cum(x—3)’20,2x+y+3)*20, (V) x,y e R=
= E(x, y) 2 15. Deci min E(x, y) = 15 care se obtine pentrux -3 =0=>x=3519+y=0=

= y = -9. 22. Relatia datd este echivalentd cu: \/(x2 —2ax+a’)+ (y2 -2y+1)+4 +

(P —ax+4) 1 (y —2by+ b)) +1=3 & yJ(x—a) +(y—1)2 +4 +1/(x=2)2 +(y—b)* +1 =

) ) ) ) x—-a=0=>x=a
=3.Cum(x—-a)y20,x#a,(x-2)20,(y-1)20,(y-b)"20,y=zb=
x-2=0=>x=2

y-1=0=y=1 . . .
—a=2si =b=1.Decia=2sgib=1pentrux=2siy=1.
y-b=0=y=b

23. Solutia I Fie a, b € N. Conform ipotezei, 9N = a*> + b®. Cum pétratul unui numir natural
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este de forma M; sau M; + 1 sia’ + b>=M; = 3 |a’si 3 |b* =3 |asi 3 | b. Din 3 | a, rezultd
ca existd un numar natural nenul a;, astfel incat a = 3a;. Din 3 | b rezultd ca exista un numar
natural nenul by, astfel incat b=3b, = 9 - N = 9a} +9b} = N=aj +b; . Avem 10 - N =10 -
a; +10b; =a; +9a; +b’ +9b] +6a,b, —6a,b, = 10 - N = (a, + 3b;)’ + (b, — 3a;)". Deci 10N se

poate scrie ca o sumi de doua patrate perfecte. 24.2) X’ — 1 =y(x— 1), (V) X,y e R, x # 1 &

2
e x-DEHx+ D) =yx-1)]:(x-D=y=x+x+1=x+x+ %%:y:(,ﬁ%} N

X X X 2

3 1y 1 1Yy 1
+Z>O. Deci y > 0; b) Din (x——j =4 =x-—=4, (x——j =4 = x*+—=18, jar
X

X X X

2 3
1 1 1
(x+lj C184+2=20= x+ 1 =425 ; x3+—3=(x+—j —3(x+—j=i40«/5 +6y5 =
X X

2
=4344/5 s x4+L4:(X2+L2j ~2=324-2=322. Atunci E = (x+lj+[x2+i2j+
X X X X

+(x3 +L3j+(x4 +i4j= 4245 +184344/5 +322; E = 340 + 3645 . 25. Fie x € N*. Con-
X X

form ipotezei = x = a’+b% a, b e N. Atunci 2x = 2a” + 2b” = a> + a’ + b*> + b> + 2ab — 2ab =

=(@+b)l+(@-blsix’*=(>+b)*=a'+b"+2a’%b’ =a’+ b* - 2a’b’ + 4a’b* = (a - b))’ +

+ (2ab)%. 26. Avem: b® + ¢* = (b + ¢)® — 3be(b + ¢) = 3be(b + ¢) = (b +¢c)’ — (b® + ) =

(b+c)’ -’ +c’)  (b+c)y’—a’  (b+c-a)-[(b+c)’ +a(b+c)+a’]

=bc-(b+tc)= . De
3 3 3
2 2
unde ‘r;c(b+c) = (b+c) +a3(b+c)+a €Z < A=M;, unde A =(b+c)+ab+c)+a’
+c—a

Vom demonstra cd un numar §i cubul sau dau acelasi rest la impartirea cu 3. Fie x =3k + 1,1 <
<3,re {0,1,2}. Atunci x> =27k> + 27K’r + 9k - P + r’, r € {0, 1,2} = x> = My sau My + 1
sau My — 1. Cum a’ = b’ + ¢’, rezultd ca a’ si b’ + ¢’ dau acelasi rest la impartirea cu 3; 3 | b+ ¢
513\a2:>3|(b+c)2+a(b+c)+a2:>3|a2+a2+a2:>3|a2:>3|A.Deciwez,
+c—a
a,b,c e R,a#b+c.27. Notim a = (4n + 5)* + (4n + 5) = (4n + 5)(4n + 6); b = (4n + 4)* —
abc
2*.3%.5
eNo2*.3.5]a-b-c.Cumn=2k+ 1,k € N, avem a = (8k + 9)(8k + 4 + 6) =
=@k + 9Bk +10) =28k + )@k + 5) = 2 | a, (1); b=4Qk + 1 + )4k + 4 + 3) =
=8k + 1)@k +7)=8]|b,(2)si c =52k +2)(16k + 23)(16k +9) = 5| ¢, (3). Cumk € N=
= k poate fi M3, M3+ 1 sau M; + 2. Dacak=M; =8k +9=M; =3 |asi 16k+9=M; =
=3|c=3"]a-c,(4).Din(1),(2),3), 4 =2*-3-5|a-b-c=>AeN. Dacik=M;+ 1 =
=4k+5=M;=3|asi16k+23=M;=3|c=>3*|a-c,d) =AecN Dacik=M;+2=

(1-(4) .
=4k+7=M;=3|bsik+1=M3=>b=Mg-My=M;,, = A eN.28.Fiea,b,c,d,e,feN.

—(@4n+4)=@n+4)(4n+3)sic=(5n+5)(16n + 7)(16n — 7). Atunci numarul A =

€
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Conform ipotezei = x =a> +b%, y=c* + d*si z= ¢’ + £ a) Atunci x - y = (a> + bY)(* + d?) =
=a’c’ + a’d’ + b’ + b’d’ = (a’c” + b’d’ + 2abed) + (a’d” + b’c® — 2abed) = (ac + bd)” + (ad —
—bey)=m’+n*, undem=ac+bdsin=ad—bc;b) x - y-z=(m"+n’)(e + ) =m’e’ +
+ m*f* + n’e’* + n’f’ + 2mnef — 2mnef = (me + nf)> + (mf — ne)’.
I 3x+3-2x-1 1 I x+2 1

29.a) E(x) = = E(x) = ;
) E) x+1 x+1 x+2 x+1 x+1 x+2 x) (x+1)?
1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 99
ba= —+—=+—+..+—+ <—t—F—F..+ =———=
22 37 47 992 100> 1-2 2-3 3-4 99-100 1 100 100
a<2.Cum0<a<l:>[a]:0$i{a}:ﬁdar£<m:>{a}<@;(1002—1<1002).
100 100 100 101 101

30. a) N = a’ + 4b* + 4ab — (b* + ¢* — 2bc) = (a + 2b)* — (b — ¢)*; b) Daci N = -5 = (a + 2b +
+b-c)a+2b-b+c)=-5< (a+3b—c)a+b+c)=-5. Avem urmatoarele situatii:
. |la+3b—-c=-5
i

a+b+c=1 (+)
.. la+3b-c=1
i1)

a+b+c=-5 (+)

=2a+4b=4=a+2b=-2=a+2b|=2;
=>2at+t4b=4=a+2b=-2=a+2b|=2;

. la+3b-c=-1
1ii) =2a+4b=4=a+2b=2=a+2b/=2;
a+b+c=5 +)

. a+3b-c=5
iv

a+b+c=-1 +)
31. a) Descompunem in factori expresiile 4x* — 1 = (2x + 1)(2x — 1); 2x* — 5x + 2 = 2x* — 4x —
—Xx+2=2x(x-2)-(x-2)=(x-2)2x - 1); X’ = 2x - 8=x"-2x+1-9=(x- 1)’ -9 =
=x-1+3)(x-1-3)=(x+2)(x —4). Aducem fractiile din paranteza la cel mai mic numitor
(x+2)2x+1) (x-2)2x-1) x-2
Cx+D2x-1) (x+2)(x-4) x-4

=2a+4b=4=a+2b=2=|a+2b|=2.Deci |a+2b|=2.

comun, obtinem dupa efectuarea calculelor: E(x) =

x—2

b)Ex) € Z < €eZ,cux#z4ox—4|x-2darx—4|x-4=>x-4|2=>x-4€ {2,

—
~1,1,2) =>x € {2,3,5,6}. Deci A=1{2,3,5,6}.32.a) (xX* - 5x + 3)(x* 5x + 3+ 6) + 9 =
=(x*=5x+3) [(x*=5x+3)+ 6] +9=(x"-5x +3)* +6(x* = 5x +3) +9=(x*-5x + 3 +

132 = (X 5x+6) = (x— XX~ 32 b) AR, ¥) = VX2 —6x+9+4+1y’ —6y+9+1 =
=3 44 1(y-3)7 +1, dar J(x—=3)? +4225i f(y-32+1> 1 = A(x, y) > 3. Deci
minA(x, y) = 3 si se realizeaza pentru (x —3)*=0, (y —3)’=0=>x=y = 3.

33.3% +y - 6\3x 242y +11=0 (3x2—6V3x+9)+(y> 22y +2) =0 (\3x-3)* +
+ (y—\/z)2 =0si cum (x/gx—3)22 0, (y—ﬁ)zz 0, egalitatea are loc pentru x/gx—3 =0=
= x=+3si y=v2=0,y=+2. Atunci x> +y*> =(/3)> +(+/2)? =5.

34. Din (x+ﬁ)(y+\/ﬁ):1|: (y+\/ﬁ)3 x+m:\/yz—+—y<:>x+y=
= M—MQ(x+y)2:(\/f—+—M)2©xz+2xy+y2:y2+ 1+x*+1-—
2P )Y H]) o 2xy =2 — 2\/(x2+1)(y2+1)c> 2\/(x2+1)(y2+1) =2(1-x-y)|:2
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& 1/(x2 +D)(y*+)=1-x- y, Xy £ 1 =1 —xy > 0. Ridicam la patrat ambii membri ai egali-
titi = Xy’ +x°+y +1=1-2xy+xyYV oxX+y+2xy=0=>(x +y)P’=0=x=—y.
Atunci |24+ 46 =v"1-1+6=v4=2€N,x,y=0.

y X
35.n € N, 6n+ 7 i 9n + 1 sunt patrate consecutive. Cum 6n+7 <9n+ 1 = a’<a’+2a+1;

rl_32—7
6n+7=a’ B 2_ :
N 6 o AT AR 02 63 = 6a + 122 & 347
9n+1=(a+1)? n_(a+1)2—1 6 9
9

~12a-63=0|:3=>a’-4a-21=0=(a—-7)(a+3)=0.Cuma+3#0=a-7=0=a=
=7si6n+7=7"=n=7.36.Dinx +2y=5=x=5-2y = E(x, y) =E(y) = (5 - 2y)* +
+y?=25-20y +4y* +y* =5y* — 20y + 25 =5(y" —dy +4+ 1)=5-[(y—2)*+1]=5 - (y —
—2)*+5>5 = minE(x, y) = 5, care se realizeazi pentru (y —2)* =0 =y =2six=1.
37.6=M;—1,13=M;-1,20=M; -1, ... Avem S=(M,; - 1)’ + M; = 1)’ + ...+ M; - 1)’ +
+(M;—n)+15n=M;+ l4n=M; = 7S, (V)n e N".

38. Grupim convenabil termenii sumei S si scoatem factor comun. S = (ax’yz — x’y’z’) +
+ (bxy’z — abx’y?) + (cxyz’ — acx’z’) + (abexyz — bey’z); S = x’yz(ax — yz) + bxy*(yz — ax) +
+ cxzX(yz — ax) + beyz(ax — yz); S =(ax — yz)(x’yz — bxy’ — cxz’ + beyz); S = (ax — yz) -
- [(yz - exz’) - (bxy® - beyz)]; S = (ax — yz) - [xz(xy — cz) - by(xy — c2)]; S = (ax — yz)(xy —
—cz)(xz—by).39.Dinn*=a+b+c=(n’)’=(a+b+c)*=n’=a’+ b’ +c’ + 2ab + 2bc +
+ 2ac, dar ab + ac + bc < a’ + b? + ¢ = n* < 3(a’ + b* + ¢*) = 3n’. Decin* < 3n’ = n’(n-3) <
<0Ocune {0,1,2,3}. Dacin=0=a+b+c=0=>a=b=c=0.Deciexistia, b,c € N.

Dacan=1=a+b+c=1=a=1,b=c=0 sau permutari. Deci existd a, b, ¢ € N care ras-
pund celor doua cerinte. Dacd n =2 = existd a, b, c € N, a=0, b = ¢ =2 sau permutarile aces-

tora. Dacain=3 = existia, b, c € N, a=b =c =3, care verifica cea de-a doua conditie.

40. Vom ridica la patrat si obtinem: a* + 4a’b” + b* + 4a’b — 2a’b” — 4ab’ + a* + 4a’b” + b* -
—4a’b — 2a°b” + 4ab’ = 2a* + 4a’b” + 2b* = 2(a* + 2a’b” + b%) = 2(a’ + b))

41. a) Efectuam calculele si grupim convenabil termenii expresiei E. E = x* + 3x* + 3x° +
+ 22+ 23+ 6+ X+ E=xt 60 + 1P+ 6x=x* + XX+ 50 + 52 + 6x> + 6x; E =
=x’(x+ 1)+ 5xX*(x + 1) + 6x(x + 1) =x(x + )(x* + 5x + 6); E=x(x + 1)(x> + 2x + 3x + 6) =
= E=x(x+1)x+2)x + 3). Cum x € Z, E este produs de patru numere intregi consecutive
care este divizibil cu 4, oricare ar fi x € Z. Dacd x = 4k, evident 4 | E. Dacax =4k + 1 = E =
= (4k + 1)(4k + 2)(4k + 3)(4k + 4); E = 4(4k + 1)(4k + 2)(4k + 3)(k + 1) = 4 | E. Dacd x =
=4k +2 = E =44k + 2)(4k + 3)(k + 1)(4k + 5) > 4 | E. Dacax =4k + 3 = E =4(4k + 3) -
EX)

- (k+ 1)(4k + 5)(4k + 6) = 4 | E. Deci 4 | E oricare ar fix € Z; b) ————
x+D(x+3)

=x(x+2)<

o x(X+D(x+2)(x+3)
(x+1)(x+3)
e R—{-3,-1}.

x(x +2) (A). Fractia se simplifica prin (x + 1)(x + 3) pentru x €
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= AABM = ABCN = ACDP = ADAQ = [AM] = [BN] = [CP] = [DQ] (*¥) si [BM] = [CN] =
= [DP] = [AQ] (**); ASAB isoscel de baza (AB); (MB) = (AQ) = MBAQ trapez isoscel =
= (MA) = (BQ) 5i (MA) = (DQ) = (BQ) = (DQ) = ADQB isoscel; (OQ) medianda = OQ L BD.
Fie R = simyc N = AC mediatoarea [NR], O € AC = [ON] = [OR]. Fie T = simyc Q = AC
mediatoarea [QT], O € AC = [0Q] =[OT] (1) si [QT] = [NR] (2). Se demonstreaza ca NR si
QT sunt coplanare si perpendiculare pe AC = QT || NR = NRTQ paralelogram. Din (*) =
= (NC) = (QA) si {F} =NR n AC; {E} = QT n AC = [NF] = [QE] si NF || QE = NFEQ
paralelogram, m(«NFE) = 90° = NFEQ dreptunghi. Analog ETRF dreptunghi = NQTR
dreptunghi. Din (1) si (2) = ANOR = AQOT = [NO] = [OT] = [RO] = [0OQ] = ANOF =
= ATOE = «NOF = «TOE = O € NT. Analog se demonstreazd cd O € RQ; {O} = NT N RQ;
{0} = EF N NT; {O} = AC n BD = {0} = RQ n BD. In RBQD, (RQ), (BD) diagonale =
= RBQD paralelogram = R, B, Q, D coplanare; b) RBQD paralelogram, dar [BQ] = [QD] =
= RBQD romb = RQ L DB. Din (**) = [DP] = [MB] in ASDB isoscel = DBMP trapez
isoscel = MP || DB = m(«(MP, RQ)) = m(«(RQ, DB)) = 90°.

n T.Menelaus RB MA NV
79. In AVAB, M-N-R transversald, {R} =MN"N"AB = — ——— =1(%).

n T.Menelaus
In AVDC, Q-P-U transversala, {U} = QP nDC = P VQ by =1 (**). Din (*) =

MA _NB RA PC_UC QD®'MA PC _NB RA UC QD
= —=———Din(**)= — s ——t—= —=
MV NV RB PV UD Qv MV PV NV RB UD Qv

MA PC NB QD (NB RA NB)J{UC QD QDJ

= —
MV PV NV Qv (NV RB NV \UD QV QV
MA PC NB QD NB(RA lj QD(UC lj:

:> S M
MV PV NV QV NVI{RB QViUD

MA PC_NB_QD _NB RA-RB, QD UC-UD ", RA - RB = AB = ¢ s

MV PV NV Qv NV RB Qv UD

UD - UC = CD = / (latura bazei piramidei); —— MA E—E—@ NB £ ,QD =f
MV PV NV QV NV RB Qv UD

MA PC_NB QD E(El QD 1}

= — .
MV PV NV QV NV RB QV UD

o~ MA _PC_NB_QD_ Z(MA.U_C_E} dar 2 _5C 151 AcAUR =
MV PV NV QV UC{(MV RA PV RA SA’
MA PC NB QD _ / (MA SC PC)@

MV PV NV QV ucC

MV SA PV

~&> —+ > —
MV PV NV QV UC PV | PC MV SA MV PV NV QV
[y S i
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MA PC_NB QD

MV PV NV QV
80. a) AABF = ADAE (C.C.) = «FAB = «EDA; £AFB = «DEA. Fie m(«FAB) = m(¥EDA) =
= x, dar m(«<FAB) + m(*AFB) = 90° = m(+¥AFB) = 90° — x = m(«DEA). Fie AF ~ DE = {H}.
in AAHE, m(+HAE) + m(*HEA) = x + 90° — x = 90° = m(£AHE) = 90° = AF L DE;
b) F mijlocul lui (BC); F' mijlocul lui (B'C') = F'F || BB; BB' L (ABC) = F'F L (ABC) si
F'F = 9 cm. Din FF | (ABC); FH | DE; FH  DE = {H}; FH, DE  (ABC) — F'H 1 DE.

Din (FDE) N (ABC) = DE; F'H L DE; F'H  (FDE); FH L DE; FH c (ABC) =
= m[«((FDE), (ABC))] = m(x(F'H, FH)) = m(«F'HF); AAHE ~ ADAE (U.U.) =

R T.P.
AH_EH_AE 4 AADE, m(¥A) = 90° = DE’ = DA’ + AE* =36 + 9 =45 = DE =
DA AE DE
=35 cm=AF = ﬂ=E=i:>AH=i=ﬂcm; HF = AF— AH = 3{—@ =
6 3 35 35 5 5
NG )
=—om; F'F 1 (ABC), FH c (ABC) = F'F L FH. In AF'FH, m(«F'FH) = 90° = tg(«F'HF) =
F'F 9 5 . o .
= —:—-—:\/g; ¢) Fie N e [AB, astfel incat BN = BF = 3 ¢cm. Din [BN] = [BF],
FH 1 95

#PBN = «FBN; [PB] = [PB] = APBF = APBN (C.C.) = [PN] = [PF]. Perimetrul AA'PF este
minim < A'P + PF + A'F este minim. Cum A'F = 314 (constant), perimetrul AA'PF este
minim << A'P + PF = A'P + PN este minim < punctele A', P, N sunt coliniare. Avem A'N =
TEA. PB BN 9.3 .
=92 cm; BP || AA' = APBN~AA'AN = —— =——=PB=— =3 cm si minimul este
AA' NA 9
AP +PF=AN= 92 cm.
81. Prin M — mijlocul lui (AB) se construieste un plan paralel cu fetele BCC'B' si respectiv cu
ADD'A' = (MM |M,;M;). Prin N — mijlocul lui (BC) se construieste un plan paralel cu fetele
ABB'A’ si respectiv cu DCC'D' = (NN|N;N3). Prin P — mijlocul lui (BB') se construieste un
plan paralel cu fetele ABCD si respectiv cu A'B'C'D' = (PP,P,P;). Prin construirea celor trei
plane de sectiune in cub se obtin 8 cuburi cu latura egald cu jumatate din latura cubului initial,

adica de £ = 1 dm. Daca se aleg 9 puncte din 8 cuburi, conform principiului cutiei rezultd ca
existd cel putin doud puncte situate in acelasi cub = distanta maxima posibild dintre ele este
egald cu diagonala cubului, dar d., = l/\/g A=1dm=d, = \/5 dm = exista cel putin doua

dintre ele care se afla la o distantd mai mica sau egala cu V3 dm.

82. Fie sirul de numere 6, 9, 21, 27, 34, 43, 59, 76. Se observa cia 27 +43 : 5.
I.LA—>27siB—43.Dar27 +x,unde x € {6, 9, 21, 34, 59, 76} nu este divizibil cu 5. Nu este
solutie. II. A — 27 si D — 43. Dar 27 + x, unde x € {6, 9, 21, 34, 59, 76} nu este divizibil cu
5. Nu este solutie. IlI. A - 27siC > 43siB >y =27+y:55i43+y:5=43+y-27-
—y=16 ] 5 (F) = nu este solutie.

IV.A>2751A">43; B> x,x € {6,9, 21, 34,59, 76} = 27 + x nu este divizibil cu 5 =

= nu este solutie. Raspuns: Nu putem aseza numerele 6, 9, 21, 27, 34, 43, 59, 76 in varful unui
cub astfel incat sa satisface cerinta problemei.
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83. in AABC, m(«B) = 90° = AC? = AB”> + BC? = 1600 + 900 = 2500 = AC = 50 cm. in
ABCD dreptunghi, AC N BD = {O} = AO = BO = CO = DO = 25 cm; A'A L (ABC). Fie

T3L
AQ L BD, Q € BD; AQ n BD = {Q}; AQ, BD c (ABC) = A'Q L DB. Fie AQ N DC =
= {M} si MN L DC, N € DC'; NM L DC; C'C L. DC = NM || C'C; C'C L (ABCD) =
T3L

= NM L (ABCD); MQ L DB; MQ n DB = {Q}; MQ, DB c (ABCD) = NQ L DB. Din
(ADB) N (C'DB) = DB; A'Q L DB, A'Q < (A'DB); NQ L DB, NQ < (C'DB) si fie A'A = x =
= m[«((A'DB), (C'DB))] = m(x(A'Q, QN)) = m(¥A'QN) = 90°. Din A'A L (ABCD) si AQ

. TP. .
— (ABCD) = A'A 1 AQ. In AA'AQ, m(*xA'AQ) = 90° = A'Q> = AQ*> + A'A”. In AADB,

T.P. . n
m(«A) =90° = DB =50cm; AQ L DB = AQ= AD-AB =24cm= A'Q*=576 +x*(1). In
o 324 27
AADM, m(«D) = 90°; DQ L AM, Q € AM = DQ’=QA - QM = MQ = i m
T.P.
MA =MQ + QA = 27,2875 o 5 DM = MA2 - DA2 = 292 _900=2925 _ -
21T 4 4
45
- TFA. DM MN DN 5, MN
= ® o in AC'CD, MN || CC' = ADMN ~ ADCC' = = = -2 N
2 DC CC' DC' 40 «x

8L 2+E (2); AA' L
256

1 (ABCD) 5i C'C L (ABCD) = A'A || CC'; CC' || MN = A'A || MN; [A' A] Z [MN] =
A'AMN trapez; A'A L (ABC); AM c (ABC) = A'A L AM = A'AMN trapez dreptunghic. Fie

NP L A'A, P € A'A = APNM dreptunghi = NM = PA = %x NP =AM = 7—25cm AP =

R T.P.
— MN = %x . Tn ANMQ, m(+M) = 90° = NQ* = NM? + MQ® =

R T.P.
=A'A—PA; AP=x-— 2 %x . In AAPN, m(«<P) = 90° = A'N’= AP’ + PN’ = AN’ =

16x
. (D+(2)+(3)
= ;—596x2 2625 (3). In AA'QN, m(«A'QN) = 90° :> AQ*+QN*=AN? = 576 +x*+
L 8L 2+7.29 49 ., 5625 o, 81 . 49 . 5625 729 _ .
256 4 256 4 256 256 4 4
256+81-49 , 5625-729-2304 288 , 2592 ) _ 2592 256 )
= x’ = > K= s =T T 5P =9-64>
256 4 256 4 4 288

=x=24=AA'=24 cm.
84.2) = b); d*=a’+b*+chd’=ab+tac+bc=a’+b’+cP=ab+ac+bc| 2=
= 2a+2b%+2¢®* —2ab—2ac—2bc=0 = a’—2ab+b*+a’—2ac+c? +b*-2bc+ct=0=

(a-b’=0 (a-b=0 [a=b
=@-bY+@-cf+b-cf=0={(a-c)’=0={a-c=0=Ja=c ©a=b=ce
(b—cy=0 |b-—c=0 |b=c
< ABCDA'B'C'D este cub = ABCD - patrat; (AC), (BD) diagonale = AC L BD; CC' L BD

si AC N CC' = {C} = BD L (ACC"); AC' = (ACC") = BD L AC'; A'ADD' — patrat; (A'D),
(AD') diagonale = A'D L AD'; D'C' L (ADD'A") si A'D c (ADD'A") = A'D L D'C’; AD' N
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N D'C'={D} = AD 1L (AD'C"); A"C' < (AD'C") = AD L AC' = AC' L A'D; AC' L BD;

A'D N BD = {D} = AC' L (A'BD); b) = ¢); AC' L (A'BD); AD c (ABD) = AC' L AD;

CD' L AD; AC'nCD'= {C'} = AD L (ACD"); AD' c (ACD") = A'D L AD'; AAD'D

dreptunghi = AA'D'D patrat = b = c. Analog se demonstreazi cd a=c =>a=b=c =
a*+b* b'+c' c*+a'  ,  2a' 2b* 2¢

= ABCDAB'CD este cub; 5——+—5—+—5—— =" —S+—S5+—=4 <
a“+b” b +c” ¢ +a 2a~ 2b° 2c
o+ +dl=d o3 =d<od=a3;
2 1 b2)2 —2a%b? 2 1 e?) —2b2c? 2 4 7Y — 2022
¢) = a: (a +b2) — a’b Jr(b +§2) : bc Jr(a +c2) : aC _p o
a’+ +c a’+c
2a%b’ 2b%c? 2c%a?
= (a2+b2)_a2+b2 +(b2+cz)—b2+c2 +(c2+az)—az+c2 =a’+b’+c’ o
21.2 2.2 2.2 212 2.2 2.2
o al+bi+c’ = 22a t;2+b22bc2+ 220a2 SN 22a 1;2— 2+bzzbcz—az+ 2zca2_b2:O N
a’+ +c¢? at+c a’+ +c a’+c
2a’b?—a’c? —b*c® 2bic?—a’b’—a’c? 2c’a’—a’b’ —bc?
2, 12 + 2, 2 + 2, 2 =0 <
a“+b b +c a“+c¢
a’(b’-c?)+b’(a’—c?) b’(c’—a’)+c’(b’—a’) a’(c’-b’)+c’(a’-b’)
And 2 2 + 2 2 + 2 2 =0 <
a“+b b +c a“+c

< a’(b* =)@ +c?)+b’@* —c )b’ +c’)+b*(c* —a*) @’ +b*)+ (b —a*) @’ +¢’) +
+ a2’ -bHb* +a?)+’@ -bHB +cH) =0
sa’(bt —c) @+’ —a’ b)) +b’@ —cHb* +c* —a’ —b)+’(b* —a*) @'+’ b’ -cP) =0
& al(b? — A)(b* + cH)(c® — b?) + b(a® — cH)(a + ¢?)(c* — a?) + *(b? — ad)(b* + ad)(a’ - b)) =0 =
o —a’ (b’ — ) (b* + P —bi(a’ — D)@’ + N — (b’ —a’) (b +a) =0 - (-]) =
o 2217 — V(b2 + ) + bi(a — )@ + ) + b — @) (B + %) = 0 >

b*-c*=0 b=c
o Jal-c?=0la=c ©a=b=cod=a’+b’+c’<=d=+ab+bc+ac.

b’-a’=0 b=a
85. a) Fie MN L BC, N e (BC) = [MN] = [CC'], MN || CC' si N mijlocul lui (BC). Fie NP L
1 DB, P € (DB); ABCD pétrat; ACBD = {0} = AC=BD = 10\/5 cm; AO=CO=DO =

2

=0B= —= = AO =CO =DO = OB = 5v/2 ¢cm; AC L DB, dar PN L BD = AC || PN. in

ABOC, N mijlocul lui (BC); NP || AC, P € (OB), cu reciproca teoremei liniei mijlocii = P
mijlocul lui (OB) = (NP) linie mijlocie = NP = O—EC:> NP :¥cm; MN || CC; CC' L
1 (ABCD) = MN L (ABCD); NP c (ABCD) = MN L NP. in AMNP, m(«MNP) = 90° T:J;
= MP? = 100 + %:%:Mp: 15;/5

T3L . .

b) ABCD pitrat = AC L BD; AA' L (ABCD) si BD = (ABCD) = AA' L BD; AA' N AC =
= {A} = BD L (AA'C); A'C = (AA'C) = BD L A'C (1); C'B L B'C (BB'C'C) pitrat; A'B' L

cm. Din MN L (ABCD); PN L OB; PN n OB =

=75 cmz;
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1 (BB'C'C); CBc(BB'C'C)=CB LAB.DinCB _LB'C;CBLAB;AB' nB'C'={B'} =
= C'B L (A'B'C); A'C  (A'B'C) = A'C L C'B (2). Din (1) 5i (2) = A'C L (C'BD). Fie A'C N
N (C'BD) = {P} = d(A', (BBD)) = A'P; d(C, (C'BD)) = CP; A'C = dg, = 3 = AC =
= 1073 cm; AP + CP = A'C = 1043 cm.

86. a) Fie N € (BB') astfel incit A-N—M coliniare pe desfasurarea laterala = Pyayn minim.

T.P.
Pe desfisurarea suprafetei laterale in AACM dreptunghic in C = AM’=AC*+CM’=
= 625 + 25 = 650 = AM =526 cm, unde AC= AB + BC = 25 cm. In AACM, m(«C) =

T.P.
=90° = AM?=MC?+ AC?; AC este diagonala dreptunghiului = AC?> = AB> + BC* =325 =
= AC = 5413 = AM? =25 + 325 = 350 = AM = 514 cm; Paann = AM + MN + AN =

— AM + m:5@+5x/ﬁ:5\/§<x/ﬁ+xﬁ)cm.

fn AANB, MC [ NB = AABN~AACM = 2B _NB_ 15 _NB _ \B_3em:

AC CM 25 5
b) m(«(D'B, (A'B'BA))) = 30°; D'A' L (ABB'A") = prapsa) D' = A; B € (ABB'A) =
= prassay B = B = prassay DB = AB = m(«(D'B, (ABB'A")) = m(x(D'B, A'B)) =

. T.£30°
= m(«D'BA") = 30°. In AD'A'B, m(«A) = 90°; m(«xD'BA") =30° = AD'= % = DB =

~20 cm = A'B? = D'B’ — AD? = 400 — 100 = 300 = A'B = 107/3 cm. In AA'AB, m(xA) =

—90° 5 A'A’ = A'B’ - AB® = 300 — 225 = 75 = A'A = 53 cm. Fie NQ L (D'BC), Q «
€ (D'BC) si D'C' L (NBC) = d(N, (D'BC)) = NQ = NQ - Aappc = D'C' - Asnse (1); Aspse =

= %AAVBCD,; A'D'CB dreptunghi = Axpen = A'D' - AB = 1043 - 10 = 100+/3 em?® = Auppc =

NB-BC _3:10
2 2
225 3\6 33

(2)si(3) = NQ- 5033 =15-15=NQ = =22 em = d(N, (DBC))——cm

5043 2
3 2
87.2)a>0,b>0, AB = b, SA = a. in ASMA, m(¢M) = 90° = SM = 2> — > (1): BM =

TP 2 2
=h;= z\2f b\[ n ASBM, m(«S) = 90° = SM? = 32 —a* (2). Din (1) si (2):32—%:

= 5043 cm® (2). In ANBC, m(¢B) = 90° = Aypc = = 15 cm?® (3). Din (1),

2
= %—a = 232 = b2 =b= a\/z; b) VSABC = VCSAB = -AABC - SO = -ASAB . d(C, (SAB)),

av2
a3 2B a3 AC-SM aﬁ'T a2

SO = SM2—0M2=— A s Ay = = ; SM =
'ABC — 4 2 "ASC 2 2 2
2 2
Avem 2 ; 3 # - % -d(C, (SAB)) = d(C, (SAB)) = a; c) cu RTP se obtine ASAB dreptun-

ghic in S si A SBM drept. iIn S = SA L SB in (SAB) si SM L SB in (SBM) = «((SAB) ;
(SBM)) = «(SA, SM) = «(ASM); In AASM, m(«(ASM)) = 45°
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88. a) Fie M e [BB'] astfel incit MB = MB' = % si cum NC = NC' = Al% = [MB] =

= [NC], dar MB || NC = BCNM paralelogram. Cum m(«NCB) = 90° = BCNM dreptunghi =
= MN || BC, MN = BC = 12, dar BC || AD = MN || AD = punctele A, D, N, M coplanare,

R T.P.
ADNM trapez isoscel, AM = ND. In AABM, m(«B) =90°= AM = 6J7 ; (BFF') n (AMD) =

/\f
2
QB = 643; AQ =+AB?-BQ’ =/144-108 = 6; MQ = /MB? +BQ* =+/216 =66 ; DQ =
=AD - AQ =24 — 6 = 18; BF = BF' = (/3 =123 ; BB' = FF' = BFF'B' pitrat. in ABFB,
[MQ] linie mijlocie = MQ || B'F, dar BF L BF' = BF' L MQ (1); AD L BF; AD 1 BB}
BF N BB' = {B} = AD L (BB'F"); BF' = (BBF') = BF' L AD (2). Din (1) si (2) = BF' L
1 (ADN); DN < (ADN) = BF' L DN; b) Fie {S} = MQ N BF'si SP L ND, P e [ND]. Cum
BF' L (ADN); SP = (ADN) = BF' 1 SP = d(BF', ND) = SP. Din MB L (ABC); AD, BQ c

= MQ; Q e [BF] si cum AABC isoscel si AQ L BF = [AQ] mediand = QB = QF =

T3L
—(ABC); AD L BQ = MQ L AD = MQDN trapez dreptunghic;

Avoon = (DQ+1V;N) MQ _ 24- 26f 7206 A = SM% ;

DQ+MN)-M MN-MQ DQ-M MQ DQ+N
A = A = (A + ) = O 2) : ( 4 T Q4 QJZTQ'Q%:
_ AMQDN _ : _ SP-ND 72\/_ 12\/5
- 7_36\/6’ Aoy = > =SP= 6\/_ gt

89. Vom arata unicitatea punctului M (M fiind mijlocul muchiei [BB'"]). Presupunem ca exista un
punct M' € [BB'] simetricul lui M fatd de mijlocul muchiei [BB'], M' # M. Din [AB] = [B'C'];
[MB] = [M'B"]; «tABM = «C'B'M' = AMAB = AM'C'B' (C.C.) = [MA] = [M'C'] (1). Din
[M'B] = [MB']; [AB] = [B'C']; «tABM' = «C'B'M (90°) = AM'AB = AMCB' (C.C.) =
= [M'A] = [MC'] (2). Din (1) si (2) = AMAC' = AM'AC' (L.L.L.), deci m(«AM'C") =
= m(«MAC"), contradictie. Deci M = M' si M este mijlocul lui [BB']. Fie h = BB'. in AABM,

TP. . T.P.
m(«<B) = 90° = AM = VAB’+MB’ =,/a’ +T in ACB'M, m(+B") = 90° = C'M =

2 TP.
= VB'C*+B'M? =Jaz+hT .In AACC!, m(xC) = 90° = AC'= VAC?+CC"” =+a’ +h’ si

2

T.P.
cum AAMC' este dreptunghic, m(+AMC') = 90° = AC? = AM?> + MC? = a> + h* = 2a’ + h? =

< h?>=2a> = h = ay2. Fie AC n AC' = {O} si D e [AC] astfel incat [DA] = [DC];

a3

I
OD = BM = BMOD dreptunghi = MO =BD = T Din BD L AC; BD L AA'"; AC }f AA'

rezultd BD L (AA'C'C) si cum MO || BD = MO L (ACC'"); priaccy AM = AO =
m(«(MA, (ACC")) = m(«(AO, MA)) = m(*+MAO). In AMOA, m(x0) = 90°, sin(MAO) =

O_Ma«/_Z \/5

= = = m(«MAOQO) = 45°.
AM 2 a«/_ ( )
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