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Cuvant-inainte

Examenul de Bacalaureat reprezintd pentru fiecare tanar o placa turnanti in devenirea
lui intelectuald si personald, avand menirea de a certifica pregatirea stiintificd si
competentele dobandite in liceu, dar si de a deschide un orizont profesional sau academic
adecvat fiecaruia. In consecintd, performanta la acest examen, si indeosebi la disciplina
matematica, presupune un efort de pregatire constant, atit pentru parcurgerea continutu-
rilor, cat si pentru fixare, sistematizare, recapitulare.

Cartea se adreseaza celor care pregitesc bacalaureatul la matematica, de tip M_gst-nat si
M tehnologic. Lucrarea de fata isi propune sa fie un ghid eficient, cu o strategie completa,
care sd raspunda tuturor exigentelor disciplinei si ale probelor de examen.

Trebuie mentionat cd aceastd carte este adaptata la forma de organizare a probei de
matematica din cadrul examenului mentionat. Elevii profilului stiinte ale naturii si cei ai
profilului tehnologic au o programd de examen asemanatoare pentru clasele a XI-a —a XlI-a,
dar cu diferente importante de continut pentru clasele a [X-a — a X-a. De aceea, am evi-
dentiat problemele si testele specifice doar elevilor de la profilul stiinte ale naturii. Astfel,
acestea sunt marcate cu semnul ,,* .

Cartea are un pronuntat caracter metodic, fiecare paragraf avand trei componente: una de
initiere, una de consolidare si una de evaluare. Primele patru capitole sunt rezervate antre-
namentului specific pentru examen. Problemele sunt grupate pe teme, urmarind acoperirea
completd a programei. Acolo unde 0 anumitd tema nu era destul de bine reprezentatd in
variantele examenelor din anii precedenti, au fost adaugate probleme clasice, pentru o mai
buna aprofundare a subiectului. Asadar, un elev isi poate alege singur un capitol pe care vrea
sa il repete si gaseste in carte un numadr suficient de exercitii cu ajutorul carora sa-si atinga
scopul. Problemele din partea de initiere sunt insotite doar de raspunsuri. Problemele din
partea de consolidare sunt insotite de indicatii si raspunsuri, dar si de solutii detaliate acolo
unde acest lucru se impune. Problemele din partea de evaluare nu au raspunsuri decét la
testul de tip grila.

Capitolul al cincilea este rezervat testelor. Acestea au o structura specifica examenului de
Bacalaureat. Testele sunt dispuse pe doua categorii. Prima categorie este formatd dintr-un set
de 30 de teste propuse, dupa modelul subiectelor date la examenul de bacalaureat din ultimii
ani si insotite de rezolvari complete. Testele din a doua categorie sunt pentru autotestare si
nu sunt insotite de rezolvari.

Lucrarea poate fi folositd si pentru invatarea curenta, deoarece permite elevilor s se
antreneze in conditii reale, de bacalaureat. Ea se poate dovedi un instrument util profe-
sorilor si elevilor in vederea recapitularii materiei la finalul unui capitol sau la sfarsitul
anului scolar.

Autorii



Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1. Multimi si elemente de logica matematica

1.1. NOTIUNI TEORETICE
1.1.1. Tipuri speciale de rationament
Metoda reducerii la absurd: Pentru a demonstra o implicatie de tipul: Dacad

p (ipoteza) atunci q (concluzia), putem presupune concluzia p ca fiind falsa si apoi

impreuna cu ipoteza p construim un rationament care conduce la contradictie.
Metoda inductiei matematice: Se aplica pentru propozitii de forma: Demonstrati cd,

oricare ar fi n € N, n=n,, are loc p(n), unde p(n) reprezintd un enunt care

depinde de variabila n. Se verifica valoarea de adevir a propozitiei obtinute in cazul
n=n,, se presupune ca fiind adevédratd propozitia obtinutd in cazul n=k si se

demonstreaza valoarea de adevér a propozitiei obtinute pentru n =k +1.
1.1.2. Multimi si cardinale

Teorema: Orice multime 4 cu n elemente, unde ne N, admite 2" submultimi.
Definitie: Pentru o multime finitd 4, numim cardinalul sau si notam Card (4) ca

fiind numarul sau de elemente.
Proprietiti: Sunt adevarate urmatoarele proprietati:

P1. Card(AuU B) =Card(4)+Card(B)—Card(ANB);
P2. Card(AxB)=Card(A4)-Card(B).

1.1.3. Multimea numerelor reale R

Definitie: Numim modulul unui numar real x si notdm |x| ca fiind distanta de la
originea axelor la pozitia numarului pe axa.



Enunturi e Clasa a IX-a

Proprietitile modulului:

PL. |20, V xe R; P2 [x[=0x=0;  P3.|x|=|y|ex=xy;
P4. |x|<c, c>0s xe(—c; c); Ps. |x|>c, c>0& xe (—=; —c)U(c; «);
P6 | |_ x, dacd x20 7. b o Ll y N
Rl —x,dacix<0’ xey=lA s Y xye R
P8. 1 :M, Y xe ]R,ye R*; P9. ||x|—|y||§|xiy|g|x|+|y’vx’yeR‘
Yiow

Definitie: Numim parte intreagd a numarului real x si notdm [x] ca fiind cel mai
mare numadr Intreg, mai mic sau egal cu x.

Proprietitile partii intregi: Pentru orice xe R, au loc proprietatile:

Pl. [x]=x & xe Z; P2. [x]=keZ & xe[k, k+1).

Definitie: Numim parte fractionard a numarului real x si notim {x} ca fiind dife-

renta dintre numar §i partea sa intreaga.
Proprietitile partii fractionare: Pentru orice xe R, au loc proprietatile:

Pl. {x}=0© xe Z; P2. {x}e[0.1).

1.2. PROBLEME DE INITIERE
I1.  Determinati numarul de submultimi ale multimii 4 = {a, b, c}.
12.  Determinati numarul de submultimi nevide ale multimii 4 = {a, b, ¢, d}.

13.  Reuniunea a doud multimi, cu cate 20 de elemente fiecare, are 31 de elemente.
Determinati numarul de elemente comune ale celor douda multimi.

2 2
14. Demonstrati ca (\/§+1) + (\/5—1) eN.
I5.  Aratati ¢ numarul a =(-5)- [0,(4) + 0,1(5)] este intreg.
16.  Determinati a, b € R daca avem egalitatea de intervale [a — b; a + b] = [1; 7].
17. Fied={l,2,3,4,5}. Determinati cardinalul multimii:
B={x=(a-1)a—-2)a-3)+4|ae 4}.
I8.  Determinati intersectia multimilor 4=(1, 5) si B=(3, 11].
19.  Determinati partea intreagd a numarului b =2,13+1,88.

1T10. Rezolvati in R ecuatia [x — 2| = 5.

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE

C1. Fie multimea 4 = {a, b, c, d}. Determinati numarul de submultimi ale lui 4
care il contin pe d.



1. Multimi si elemente de logica matematica

C2.

G3.

C4.

Cs.

Cé.

7.

C8.

.

c1o.

c11.
c12.

C13.

Cc14.

C15.

c16.

O multime admite 31 de submultimi nevide. Determinati numérul de elemente
ale acestei multimi.

Doud multimi, cu cite 28 de elemente fiecare, au 11 elemente comune. Deter-
minati numarul de elemente ale reuniunii lor.

Fie multimea 4 = {1, 2, 3, 4}. Determinati numarul de submultimi care contin
simultan pe 1 si pe 3.

5.

Demonstrati ci /4 + % +2,(6)

6
2x+1 © Z} '
Determinati toate valorile reale ale numéarului x € R pentru care:
2€ (4x—2;2x + 6).
Elevii unei clase sunt angrenati fiecare intr-o activitate sportiva, 12 la volei, iar

Determinati elementele multimii {xe 7

25 la fotbal. Stiind ca 7 dintre ei practicd ambele sporturi, determinati numarul
de elevi ai clasei.
Determinati cel mai mare numar natural al multimii 4\ B, dacda 4 = [5, 6] si

B =[5, 10].

Determinati cate elemente intregi contine multimea 4 U B, unde 4 = (-2, 3) si
B=(0,5).

Ordonati crescator numerele ¢ = 2,010, 5 =2,0(10) si ¢ = 2,(010).

2 EZ}.
x=3

Fie numarul rational %z L,aja,a,...a,... . Calculati produsul P=a; - ax - ... - aio.

Determinati cardinalul multimii 4 = {xe 7

. - . 13 — . . . .
Fie numarul rational % =2,a,a,a,...a,.... De cate ori apare cifra 3 printre
cifrele ay, az, ..., azoo4?

o y . 23 — .
Se considerd numarul rational 5 =1l,a,a,a,...a,... . Calculati suma:
S=a1+a+ ...+ axom.

Fie multimile 4 =(-3;4] si B=(1;5]. Determinati cardinalul multimii:

(A\B)NZ.



Enunturi e Clasa a IX-a

c17.

C18.
C19.
C20.

c21.

C22'.
Cc23".
Cc24'.

C25".

C26'.

Cc27'.

Cc28'.

Cc29'.
C30".

Fie numerele a =+/98 —/32 —/8 si b=~162 +18 +/72 + \J72 . Calculati

media geometricd a numerelor a si b.

Rezolvati in R ecuatia |1 — 2x| = |x + 4.
Demonstrati ca ‘2 -5 ‘ + ‘3 -5 ‘ este numar natural.

Rezolvati in Z ecuatia |3x - 2| =11.

Calculati [1?7}+{%}, unde [x] si {x} reprezintd partea intreaga, respectiv

partea fractionara a numarului real x.

Determinati partea intreagd a numarului a =+/17 .

Determinati partea fractionarda a numarului b = V25 +426 .

Se considera numarul 4 = \/ (\E -3y + \/ (\/5 —1)* . Demonstrati ci 4 € N.

1 1 1 .
———— este numar natural.

JI+J§4iJ§+J§+":FJ§5+JﬁE

Demonstrati ca [\/g +/25 ] = [\/Z +/19 ] , unde [x] reprezinta partea intreagd

Aratatica 4 =

a numarului real x.

Demonstrati ci, oricare ar fin € N, are loc egalitatea:
n(n+1)
1+2+3+m+n=——5—<

Demonstrati ¢a, oricare ar fin € N', avem:
1 n
—t—t..t = .
-3 3.5 (2n—1)(2n+1) 2n+1

Demonstrati ca numarul J5 +/7 este irational.

-1 ) -
este ireductibila.
n+

Aratati ca, pentru orice numar natural nenul », fractia




1. Multimi si elemente de logica matematica

1.4. TESTE DE VERIFICARE

A L1 AW N =

A L A WN

Testul 1

. Determinati elementele multimii 4 "B daca 4=(2003, 2015) si B=(2014, 2016).
. Calculati suma |—3|+|—5|~2.

. Demonstrati ca V4 +/36 =/64 .

. Cate submultimi ale multimii A z{ 2,3, 4,5, 6} contin doar numere impare?
. Ordonati crescator numerele a = \/Z -4, b= \/5 -9 sic= \/E —16.

2 2
. Demonstrati cd numéarul 4 = (2 +/5 ) + (2 -5 ) este natural.

Testul 2*

. Determinati cel mai mic numar intreg al multimii. An B daca A=(2010, 2016) si

B=(2013,2020).

. Determinati partea Intreagd a numérului x= \/g + \/E - \/i .
. Rezolvati in R ecuatia ||2x - 1| - 3| =5.
. Comparati numerele a = 53 si b= 347.
. Fie numarul rational %: Laa,a,...a,.... Calculati suma a, +a, +a; +...+ ay,.
. Demonstrati prin inductie matematicd ci egalitatea 1+2+2°+..+2"=2"" -1
este adevarata pentru orice ne N.
Testul 3
. Rezultatul calculului urmator 1,2° —1,1-1,3 este:
A. 0,15 B.-0,1; C.0,01; D.-0,01.
. Partea intreagd a numarului x =—+/13 este egala cu:
A.-3; B. 4; C.3; D. 4.
. Fie A=(511) si B=[7;12]. Cel mai mare numar al multimii AN B este:
A.9; B. 12; C.11; D. 10.
. Numarul de elemente al multimii 4= {xe Nix=- ,NE Z} este:
n—
A.2; B. 4; C.0; D. 1.
. Valoarea numarului natural a din relatia 0,5+0,(3)+11(6) = 2(;120
A. 2020; B. 2; C. 1010; D. 4040.



Clasa a X-a

1. Numere reale

1.1. NOTIUNI TEORETICE
1.1.1. Radicali
Definitie: Numim radical de ordin ne N, n>2, din numarul pozitiv a si notam

tfa ca fiind acel numar pozitiv x unic cu proprietatea x” = a.

Observatie: Daca xe N, atunci, pentru orice ne N, n>2, daca (/; ¢ N, atunci
YxeR\Q.

Proprietitile radicalului: Urmatoarele relatii sunt adevéarate pentru orice a, b >0 si
m, ne N, m, n>2.

P1. %a-%b =%/ab ; Pz'ﬁz"’%,bio;
P3. mn;amp :daT; P4. nﬂla =m<l/;.

Observatie: Dacd n este impar, putem calcula fx si dacd x<0. In aceste conditii

Observatie: Avem (4/;)}1 =x,dar W :{

X, n este impar

, h este par

|x
1.1.2. Puteri cu exponent real

Observatie: Notiunea de ridicare la putere se poate generaliza astfel:
1

_ 1 . - . = ‘
x"=—,x#0,ne N'; x" =4/x,x>0, ne N; x" =%/x", x>0, m, ne N*.
x

Proprietitile ridicarii la putere: Pentru orice x,y >0 siorice p, r€ R, au loc relatiile:

P

P1. x7x? =x""; P2.x—=x”_q;
xq
P3. (x” )q =x"; P4. (xy)" =x"y".

43



Enunturi e Clasa a X-a

1.1.3. Logaritmi

Definitie. Fie a, >0, a #1. Solutia (unicd) a ecuatiei a* =b se numeste logaritm in
baza a din b si se noteazd cu log,b.

Proprietitile logaritmului: Logaritmul are urmatoarele proprietati valabile pentru
orice a, b, x, y>0, a, b#1:

P1. log, xy=log, x+log, y; P2. log, Ea log, x—log, v;
y
1
P3. log, x* =alog, x, e R; P4. logaxzw,
log, a

Observatie: Daca a, be N sunt numere prime diferite, atunci log, be R\ Q.

1.2. PROBLEME DE INITIERE

1. Caleulati (—1)° + (<=2)* + (:3)° + (—4)? + (=5).
12.  Calculati (-1)' + (=1)* + ... + (-1)!*.

1 -1
13. Calculati §° —(%j .
14. Calculati Y125 +/16 +3/-27 .

I15.  Calculati log,, 11+ log, % !
16.  Calculati log, 81+ log, 25—1g100000 .

I17.  Ordonati crescator numerele a = —/27 , b = log, %, c=-2.

-2
I8.  Demonstrati ¢i log, 64+ /1000 =~/16 + (%} .
19.  Demonstrafi ¢i log, 121<3/27 .

110, Daci log,3=a, demonstrati ca log,6=1+a.

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE
Cl. Calculati \18 —~/32 —/50 +/72.
7 8 1
C2. Aratatica 2@—\/:—5\/::—.
t 2 N7 Ji4
C3. Demonstrati ci 16 +3/54 =3250 .

C4. Demonstrati egalitatea 729 —\R/@ =1.
44



1. Numere reale

Cs.
Cé.
C7.

C8.

9.

c10.
c11.
cl2.
C13.
c14.
C15.
Cc1é.

c17.
C18.

C19.
C20.

c21.
Cc22'.
Cc23".
Cc24".
C25°.
C26'.
Cc27'.
C28'".
C29'.
C30".

Daci Ig 3 = a, demonstrati ca 1g 90 = 2a +
Demonstrati ca log, 12 + log, 14 — logs 21

Aratati ¢ numarul a =log,16+log,9+</27 este natural.

Demonstrati ca lg%+ lgg +...+ lg%e N.

2
Demonstrati cd 1331° € N.
Comparati numerele a = 2** si b = 3%,
Comparati numerele 3+/2008 si 2008+/3 .

1.
=3.

Calculati b — a, unde a = log, 351 b = logy 6.

Calculati 1g 12 +1g 15 —1g 18.
Demonstrati cd logs 9 = logg 27.
Demonstrati c¢a logz 3 - logs 5 - logs 8 = 3.

Demonstrati cd numarul a =log, V3 +1log 4 2 este rational.

Demonstrati cd numarul log, (5 + \/7) +log,(5— \/7) —2log, 3 este intreg.

Demonstrati ca log, ; 33 = log, 3.
Comparati numerele logs 2007 si 4.

Demonstrati ca log, 512 +~/512 >+/121 —log,, 121.

Se considera numerele a = 2 — V2 sib=+2+ V2. Aratati ca 2_\/5 e Q.
a

Determinati a, b e Q, stiind ca (1+ \/5)2 =a+b2.

Aratati cd %< log,3<2.

Demonstrati ca B+9 <5 +47 .
Demonstrati ca V2<33.
Demonstrati cd 2 € (log, 4, J5 ).
Demonstrati cd log,5-log,9< 9.
Demonstrati ca 100%” +3/-27 >0.

Daca logs 2 = a, demonstrati ca logi»18 =

Demonstrati cé logs 7 > log; 3.

a+?2
2a+1"

45
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1.4. TESTE DE VERIFICARE
Testul 1

1. Demonstrati ca /49 +3/~1000 + (\/5)2 =0.

J50 +4/18

2. Demonstrati ¢ numirul a =———— este natural.
3248
3. Demonstrati cd 1g20+1g50=3.
4. Demonstrati ca log, 5+log, 7 <log, 72 —log, 2.
-3
5. Ordonati crescator numerele a = . , b=R/-125 si c= lgL .
2 1000

. 3 2

6. Demonstrati cd log, —=log, =.
320 53

Testul 2*

1. Demonstrati cd /-216 ++/144 =log, 729.
PR S S
log,2 log,4 log,,8

N

. Demonstrati ca

3. Demonstrati c¢a numerele a =10 si b = /343 sunt egale.
4. Aritati cd numarul a = logas 100 < logi625 — 2logis 5 este rational.
5. Demonstrati ca log,, 3-log, 5=1log, 3-log,, 5.
6. Demonstrati ca 10 +12<7.
Testul 3
1. Cel maimic numar natural » care verifica relatia Y31 <n este:
A. 1; B.2; C.3; D. 4.
2. Fie a=log, 63 —log, 7 . Atunci:
A. ae R\Q; B. ac Q\7Z; C. aeZ\N; D. ae N.
1 5
3. Valoarea numirului rational x din egalitatea 2" = 4% - 8% este:
A.l; B.é; C.z; D.§.
3 3 3 3
4. Dintre numerele /2 , 33, log, 10 si log, 15 este mai mare decat 2 numarul:
A2 B.3; C. log,10; D. log,15.

46



2. Functii si ecuatii

4
5. Numarul 512° apartine mul{imii:

A. R\Q; B. N; C.Q\zZ; D. Z\N.

6. Daci log,5=a, atunci log ;45 este egal cu:
. 2+a; B.2+a; C.1+2a; D. 1+2a‘
1+ 2a 1+a 2+a 2+2a

2. Functii si ecuatii

2.1. NOTIUNI TEORETICE

2.1.1. Functii bijective

Definitie: Functia f/: 4 — B se numeste:

e functie injectivi, dacd pentru orice u,ve 4,cu u#v, avem f(u)# f(v);

o functie surjectivi, daca pentru orice we B existd u € 4, astfel inct /'(u)=w;
e functie bijectivi, daca este injectiva si surjectiva.

Proprietiti ale functiilor injective:
P1. Functia f:4— B este injectivd dacd si numai dacd pentru wu,ve 4, cu

f(u)=f(v), avem u=v;

P2. Fie AcR. Orice functie /14— R strict monotona este injectiva.

Proprietiti ale functiilor surjective: Functia /': 4 — B este surjectiva daca si numai
daca Im f =B.

Proprietiti ale functiilor bijective: Functia /: 4 — B este bijectivd dacd si numai

dacd, pentru orice we B, ecuatia f (x)=w admite o singurd solutie x€ A.

2.1.2. Functii inversabile

Definitie: Functia f: A4 — B se numeste functie inversabild dacd exista o functie
g:B — A, astfel incat (go f)(x)=x, pentru orice xe 4, si (fog)(y)=y, pentru
orice y € B.

Observatii:

e Daci existd, functia g se numeste inversa functiei /'si se noteaza f ' .

e Avemrelatia f(x)=y & /7 (y)=x, cu xe 4 si yeB.

Teoremi: O functie este inversabila daca si numai daca este bijectiva.
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Clasa a Xl-a

1. Matrice

1.1. NOTIUNI TEORETICE

1.1.1. Generalitati
a, a, .. q
a, d,, .. d,

Forma generalia: 4= ,unde a,,, a,,, ..., a

se numesc coeficienti.

mn

a,, a,, ...d

ml

Notam cu M, (K )multimea matricelor cu m linii §i n coloane si coeficienti in

multimea K.

not

Dacd m = n, matricele se numesc pétratice si avem M, (K)=M, (K).

00 .. 0 1 0 .. 0

00 .. 0 01 .. 0
Cazuri particulare: O, =| . . . — matricea nula, 7, = . . . .| -

00 .. 0 00 .. 1
matricea unitate.

a, a, ... a,

ay Gy, ... @y,

Fiind dati matricea A= eM,.,(K), transpusa sa este matricea

ml “'m2 *** Ymn

80



1. Matrice

1.1.2. Relatii intre matrice si operatii

Se considerd matricele:

b b
"leM,. (K)siB=| T le M, (K).

Egalitatea a doud matrice:
Avem A= B daca a; zbij , pentru orice i€ {1, 2, .., m} si je {1, 2, .., n}
Daca A=B si B=C, atunci4 = C.

Adunarea matricelor:
a,+b, a,+b, ... a,+b

n

Avemn A+ B = ay +by ay+by ... a,,+b,

a,+b

m

. a,+b, .. a, +b

Proprietitile adunarii matricelor: Adunarea matricelor este o operatie:
e asociativa, adicd (4+ B)+C=A+(B+C), pentru orice 4, B, Ce M, (K);

e care admite element neutru, adicd A+ O, =0, + A= A, pentru orice 4 M, (K).

Inmultirea matricelor cu un scalar:
oa,, 0a,, ... 0a,,

Avem o4 = e M, (K), pentru orice o.€ K si Ae M, (K).

Proprietiti ale inmultirii matricelor cu un scalar:
Sunt adevarate relatiile o(A+B)=o0d+oB si (0+B)A=04d+PA4, pentru orice

o, Be K si 4, Be M, (K).

Inmultirea matricelor:

a4, Gy - 4, b, b, .. b,
ay Gy, ... G b, b, ..b

Daca A=| ' 277" leM, (K) si B=| " 7T |eM, (K), atunci
aml amZ amn bnl bn2 bnp
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(ST STIRIR e P
AB=| K de ¢, =ab b b i
= eM,,(K), unde c;=a,b +a,b, +..+a,b,, pentru orice
cml Cm2 Cmp

ie{l, 2, .., m}si je{l, 2, ..., n}.

Proprietitile inmultirii matricelor: Operatia de inmultire a matricelor:

@ este asociativa;

e in general nu este comutativa;

e operatia de Tnmultire a matricelor patratice admite element neutru matricea unitate /,;
e cste distributiva in raport cu adunarea matricelor.

Puterile unei matrice patratice:
Fiind datd o matrice 4e M, (K), atunci A" =4-A4-...: 4 pentru orice ke N".
%/_/

k
Propozitie: Sunt adevarate relatiile A*4' = 4'4" = 4" si (Ak )] = A" pentru orice
Ae M,(K) si k, e N".

1.1.3. Urma unei matrice patratice

a, a, ...q,
“ yy Ay -oe Gy, .
Dacd 4= e M, (K), atunci urma sa este 7r(A)=a, +a,, +...+a,,.
a, a, ..da,

Proprietiti: Pentruorice 4, Be M, (K) si a€ K, avem:
T1. Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B); T2. Tr(ocA)=0cTr(A); T3. Tr(AB)=Tr(BA).

1.2. PROBLEME DE INITIERE

I1.  Determinati valorile numerelor reale a, b, pentru care matricele:

2a+3 4) . 11 4
A= siB= sunt egale.
3b-5 17 16 7

. . 2 4 6) . 1-1 1
12.  Calculati suma matricelor 4= si B= )
3 58 -2 -3 -4
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1. Matrice

2 0 -4
13.  Fiind datd matricea 4=| 3 —5 2 |, determinati matricea —34 .
-2 1 -3

L i 2 3) . 1 2
14.  Determinati produsul matricelor 4= 4 s si B= 4 1)

. Calculati B>

S = O
—_— O =

1
15. Consideram matricea B=| 0
1

2 3
16.  Se considerd matricea 4 = (4 SJ . Demonstrati ca 4> — 74 =21,.
. 2 3) . (12 .
I7.  Pentru matricele 4 = 4 5 B= 46 demonstrati ¢a 7r(4)=Tr(B).

. 23 . 4
18. Fie A= 5 3 . Determinati xe R, pentru care A4 = xA.

. . 2 13 . -3 -4 .
19.  Consideram matricele 4= | 2 si B = ) _3 . Demonstrati cd AB = BA.

110. Fie AzG

j . Determinati cel mai mic numar natural », pentru care 4" =0, .

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE

C1. Demonstrati ¢i, oricare ar fi numarul real a, matricele 4 = [3 3042
a+

N t fi egal
= nu pot fi egale.
33 p g

2 2a+5} ,
S1

\ 3 12) . (28 ,
C2. Fie matricele 4 = siB= . Demonstrati ca:
6 18 4 12

(2x +2)4A — (3x + 3)B = O, pentru orice x€ R.
2k

. . 2k .
C3. Fie matricea 4y = [ j, unde £ € N. Determinati suma elementelor
0

matricei B=4, + 4> + ... + As.
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C4.

C5.

ce.

c7.

cs.

9.

c10.

c11.

ci2.

C13.
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1 -2
1 2 3
Fie matricele 4 = (2 4 6j siB=| 1 —2 |.Demonstrati ca AB = O..
-1 2
. i 4 =2 -4 1 . a b
Fie matricele 4 = ,B= siX= ,unde a, b, ¢, d €
2 0 2 =3 c d
€ R. Stiind ca 2X - AB=A4, calculatia+ b+ c+d.
010
Se considera matricead =0 0 2 |. Demonstrati ca A*=6L.
300

1 1 1
Fied=|2 2 2|.Arataticiexisti d € R, astfel incat 4> =dA.
3 3 3

Se considerda matricea 4 =

S O O
[ R

2
3 |. Caleulatisuma A + 4%+ 4> + ... + 4%,
0

1 10
Fie matriccad = |1 1 -0 |. Demonstrati cd suma elementelor matricei A* este
0 0 1

numar natural impar.

. 10 . 2014
Fie A= ) . Demonstratica A~ " #1/,.

. . 6 6 s 42012 42011
Se considera matricea 4 = 5| Demonstrati cd 47~ — A~ = O,.
0 3 4 a a a
Fie A={4 5 6|siB=|a a a|,unde ae R. Determinati matricea B cu
5 6 7 a a a

proprietatea 7r(B)= Tr(A).
. . 1 2y . a b o
Consideram matricele A= 5 3 si B= 7 Determinati a, b, ¢, de R,
c

astfel incat AB=1,.



Clasa a Xll-a

1. Legi de compozitie

1.1. NOTIUNI TEORETICE

1.1.1. Legi de compozitie

Fie G o multime nevida si o lege ,,*”. Legea ,,*”:

e cste lege de compozitie pe G dacd x*ye G pentru orice x,y€ G (se mai spune

cd multimea G este parte stabili in raport cu legea ,,*”);
e cste comutativi dacd x* y = y*x pentru orice x,y€ G;

e cste asociativi daca x*(y*z)=(x*y)*z pentruoricex, y, z€ G;

e admite element neutru daci exista un element u € G, astfel incat x*u=u*x=x
pentru orice x € G;

e cste simetrizabild daca pentru orice x € G existd un element x’ € G, astfel incat
xxx' =x"*x=u.

Observatie: Elementul x' se numeste simetricul lui x in raport cu legea de compozitie ,,*”.

1.1.2. Multimea claselor de resturi
Fie multimea numerelor intregi Z si ne N* fixat. Pentru orice re {0, L, 2, .., n —1},

definim multimea y= {ze 7 | restul impartirii lui z la n este egal cu r} .

Multimea Z, ={0, 1,2, .., n—l} se numeste multimea claselor de resturi modulo 7.
Definim operatiile:

° ¥+ y= z , unde z este restul impartirii numarului x+ y la n;

° X y= t , unde 7 este restul impartirii numéarului xy la n.

Proprietiti:

e adunarea din Z, este lege de compozitie asociativa si comutativa;

e adunarea admite element neutru elementul O ;

—

e orice element xe Z, este simetrizabil, simetricul sau fiind elementul »—x, care se

mai noteazia —x ;
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e inmultirea din Z, este lege de compozitie comutativd, asociativa si distributivd in
raport cu adunarea;

e inmultirea admite element neutru elementul 1 ;

e cvident, 0-x=0 pentru orice xe Z,;

e daca n este numar prim, atunci din ;C;/ =0 obtinem x=0 sau )A/: 0 ; dacd n nueste
prim, nu este adevarat intotdeauna (de exemplu, in Z, avem 3.4= 6);

e un clement x este inversabil daca existd y astfel incit xy=1; atunci y este

~A-1

inversul Iui x si se noteaza x ;

e un clement x este inversabil dacad si numai daca numerele x si » admit divizor
comun doar pe 1.

1.2. PROBLEME DE INITIERE

I1.  Pe R definim legea ,,0” prin xo y=x+ y=3. Calculati 409.

12.  Pe R definim legea ,,o” prin xoy=x+y—3. Demonstrati ca aceastd lege
este comutativa.

13. Pe R definim legea ,,o” prin xoy=x+y—3. Demonstrati ca aceastd lege
este asociativa.

14. Pe R definim legea ,,o” prin xoy =x+ y—3. Demonstrati ci 3 este elementul
neutru al acestei legi.

I5. Pe R definim legea ,,o” prin xoy=x+y—3. Stiind ca legea admite pe 3 ca
element neutru, determinati simetricul elementului x=7 1in raport cu aceasta
lege.

16. Pe R definim legea ,,o” prin xo y =x+ y—3. Determinati valoarea numarului
real x, pentru care xoxox=21.

17. in Z, calculati 2+5.
I8. inZ,, calculati 2-5.

a0
19.  Consideraim multimea C:{(O j|ae R}. Demonstrati ca, oricare ar fi
a
X,YeC(C,avem X +YeC.
0
110. Consideram multimea C:{g ]|ae R}. Demonstrati ca, oricare ar fi
a

X,Ye(C, avem X-YeC.
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1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE

C1.

C2.

c3.

C4.

C5.

Cé.

7.

C8.

Q9.

c10.

c11.

cil2.

C13.
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Se considera operatia ,, L ” definitd prin x L y =x” + y ¥, pentru orice x, y €
€ (0, ). Calculati 2 L 3.
Pe R definim operatia ,,*” prin x * y = xy — 4x — 4y + 20, pentru orice x, y € R.

Determinati r € R, stiind ca ¢ * r=4.
Pe R definim operatia ,,*” prin relatia x * y = xy — 2x — 2y + 6, pentru orice
x,y € R. Demonstrati ca z * 3 =3 * z =z pentru orice z € R.

Fie multimea 4 = {2k | k € Z}. Demonstrati ca, oricare ar fi x, y € 4, avem
x+tye A.

Pe multimea G = (-4, o) definim operatia ,,o ” prin xo y = xy + 4x + 4y + 12,
pentru orice x, y € G. Demonstrati cd, oricare ar fix, y€ G,avemx o y € G.
Consideram operatia ,,®” definitd prin xe y = x + y — 6, pentru orice x, y € R.
Demonstrati cax e (ye z) =(xe y) e z, pentruorice x, y, z € R.

Demonstrati ca operatia ,,* ”, definita prin x*y = xy + x + y, pentru orice x, y €

€ R, este asociativa.

Fie multimea M = {2k'+ 1 | k € Z}. Demonstrati cd multimea M este parte
stabild 1n raport cu inmultirea numerelor intregi.

Determinati elementul neutru al legii ,, L” definitd prin x L y = /x> +)*,
pentru orice x, y € [0, o).

. . . . + .
Fie operatia ,, L ” definitd prin x L y = % , pentru orice x, y € R. Demon-

strati cd aceastd operatie este comutativa, dar nu este asociativa.
Pe R definim legea ,,*” definitd prin x * y = xy — 2x — 2y + 6, pentru orice
x,y € R. Stiind ca legea admite pe 3 ca element neutru, determinati elementele

simetrizabile.
Determinati valoarea numarului real a, stiind ca operatia ,,*” definitd prin

x * y=x+y—aq,pentru orice x, y € R, admite pe 2 ca element neutru.
Fie operatia ,,*” definitd prin x * y = xy — 3x — 3y + a, pentru orice x, y € R.

Determinati numarul real a, stiind ca operatia ,,* ” este asociativa.



1. Legi de compozitie

Cc14.

C15.

cl16'".

c17-.

Cc18'.

C19'.

C20".

a
0 1

lege de compozitie pe multimea G.

1
Fie multimea G = {[ ]|ae ]R}. Demonstrati ca inmultirea matricelor este

Fie multimea 4 = {i, 3, §, 3} c Zy. Demonstrati cad multimea A4 este parte
stabila in raport cu inmultirea din Zs.

Pe R definim legea ,,.l” prin x L y = (x — 2)(y — 2) + 2, pentru orice x, y € R.
Determinati valoarea numarului real x care verifica relatia x L x L x = 10.

Fie multimea 4 = {a+b\/§ | a, be Z} . Demonstrati ca multimea A este parte
stabila in raport cu Tnmultirea numerelor reale.

Pe R definim legea ,,L” prin x L y = (x — 2)(y — 2) + 2, pentru orice x, y € R.
Stiind ca operatia este asociativa, calculati 10 L9 1 8 L ... L1 10.
Demonstrati ci operatia ,,*” este asociativd, unde x #*y = 3/x’ + 1’ +1, pentru
oricex,ye R.

Pe R definim operatia ,,*” prin relatia x * y = xy — 2x — 2y + 6, pentru orice

x,y € R. Dati exemplu de doud numere a, b e Q\ Z, pentru care a * b € Z.

1.4. TESTE DE VERIFICARE

Testul 1

. Consideram legea ,,o” definitd prin xoy =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.
Demonstrati ca aceasta lege este asociativa.

. Consideram legea ,,o ” definitd prin xoy =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.
Determinati elementul neutru al acestei legi.

. Consideram legea ,,o ” definitd prin xoy =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.
Demonstrati ¢, oricare ar fi x, y € (=2, ), avem x o y € (2. o).

. Consideram legea ,,o ” definitd prin xc y =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.
Determinati toate valorile reale ale numarului a pentru care aca=7.

. Consideram legea ,,o ” definitd prin xoy =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.

Determinati un element ce R cu proprietatea xoc=cox=c, pentru orice xe R.

. Consideram legea ,,o ” definitd prin xo y=xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.
Calculati: (=5)o(—4)o(=3)o(-2)o(-1)-0.

147



Enunturi e Clasa a Xll-a

Testul 2*

1. Consideram legea ,,*” definitad prin x*y=3/x’ +1’ -8, pentru orice x,y e R.
Demonstrati ci legea ,,*” este asociativa.

2. Consideram legea ,,*” definitd prin x*y=3/x’+)’ -8, pentru orice x,y e R.
Determinati elementul neutru al acestei legi.

3. Considerdm legea ,,*” definitd prin x#*y=3/x’+)’ -8, pentru orice x,ye R.

Demonstrati ci orice x€ R este simetrizabil in raport cu legea ,,*”.

4. Consideram legea ,,*” definitd prin x*y=3/x’+)’ —8, pentru orice x,y € R.
Determinati toate valorile reale ale numadrului a care verifica egalitatea
a*a*a=3/-13.

5. Considerdm legea ,,o ” definitd prin xo y =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € Z.
Stiind ca legea admite element neutru pe —1, determinati elementele simetrizabile
ale acestei legi.

6. Fie G= {3k +1 | ke Z} . Demonstrati ca aceastd multime este parte stabild in

raport cu inmultirea numerelor intregi.

Testul 3

1. Pe mulfimea 4 =(1;%0) definim legea de compozitie ,,+” prin x* y =4/x* + y* —1.
Aceastd lege este:
A. comutativa si asociativa; B. comutativa si neasociativa,
C. necomutativa si asociativa; D. necomutativa si neasociativa.

2. Pe multimea A4 =(1;00) definim legea de compozitie ,,+” prin x*y=+/x> +* —1.
Despre elementul neutru putem spune ca:
A. este egal cu 1; B.nu exista; C. este egal cu2; D. este egal cu 3.
3. Fie B ={xe Z|x nu e divizibil cu 4}. Care dintre operatiile urmatoare definesc o
lege de compozitie pe B?
A. adunarea; B. scaderea; C. inmultirea; D. impartirea.
4. Pe 7, definim legea ,,»” prin xay=x+ y—28. Stiind ca elementul neutru este

egal cu 8§, care este simetricul lui 3 in raport cu acesta lege?
A.-3; B. -8; C.3; D. 13.
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