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Cuvant-inainte

Colectia ,,Matematica de excelentd pentru concursuri, olimpiade si centre de
excelentd” contine sase volume pentru liceu, destinate fiecarui an de studiu, si se
adreseaza tuturor pasionatilor de matematica, de orice varsta. Ea vine sa umple un gol
care existd de ani de zile, cu toatd inflatia de publicatii matematice din ultima vreme.
Demersul nostru aduce imbunatatiri substantiale ciclului de manuale pentru grupele de
performantd pe care le-am elaborat in anul 2003, in cadrul unui colectiv care a
materializat un proiect finanfat din fonduri europene. Temele abordate in cartile
actuale trateaza atdt cunostintele din programele scolare, necesare elevilor pentru
reusita la examenele de admitere la cele mai prestigioase universitati din tara si de
peste hotare, cat si pe toate cele prezente in programa elaboratd de minister pentru
pregitirea olimpiadelor judetene si nationale de matematica. in plus, in multe dintre
capitole existd si paragrafe sau probleme care pot fi utilizate cu succes si de cétre
elevii care se pregitesc pentru concursurile internationale de matematica. De aceea,
aceastd colectie reprezintd un adevéarat indrumar pentru elevii si profesorii care
activeaza in cadrul centrelor de excelenta, atat prin continuturi, cat si prin modalitatea
de prezentare. Vastitatea informatiilor pe care le-am considerat necesare unei pregatiri
de excelenta, precum si relativa independenta a unora dintre temele alese ne-au facut
ca la clasele a XI-a si a XII-a sa elaboram cate doud carti distincte: Algebra si Analiza
matematicd.

Materialul suplimentar este prezentat complet din punct de vedere teoretic si
este urmat de multe exemple, probleme (grupate, dupa dificultate, in doua categorii) si
teste de evaluare, care ilustreaza notiunile si tehnicile de lucru abordate si il conduc pe
cititor spre o mai buna intelegere si incadrare in sistem a cunostintelor pe care le are
din manualele scolare. Speram ca testele initiale, prezente la inceputul fiecarei carti,
precum si cele finale sa fie utile pentru o evaluare cdt mai exactd a progresului
elevilor. Mai mult decat atat, prin frumusetea problemelor alese (unele dintre ele sunt
adevarate bijuterii matematice), prin ingeniozitatea abordarilor, prin explicatiile si
comentariile detaliate pe marginea acestora, speram ca aceste carti sa contribuie la
consolidarea unei gandiri matematice creative a tinerilor cititori, care sa treaca dincolo
de sabloane.

Dorim ca aceastd colectie sd reprezinte o adevdratd pledoarie pentru
MATEMATICA.

Autorii
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CAPITOLUL 1. PERMUTARI

ELEMENTE TEORETICE

Cu toate ca 1n clasa a XI-a capitolul despre permutéri are un rol secundar, o buna
intelegere si folosire a acestuia deschide calea spre o abordare cu succes, in clasa
a Xll-a, a structurilor algebrice. Vom revedea atunci, intr-un context mai larg, multe
dintre metodele si ideile utilizate in problemele teoretice legate de permutari. Mai mult
decat atat, in multimea permutarilor de un anumit grad vom gasi de multe ori exemple
si contraexemple sugestive legate de anumite proprietati ale legilor de compozifie
necomutative. Sunt doar cateva motive, puternice insa, ce recomanda o studiere atenta
a temei de catre toti cei pasionati de algebra.

Vom trece in revista notiunile si notatiile care apar in manualele scolare.

1. Daca A este o mulfime nevida, atunci orice functie bijectivda f: 44— A4 se nu-
meste permutare a sa. Multimea S (A) a tuturor permutarilor mul{imii 4, impreuna cu

operatia de compunere a functiilor, se numeste grupul simetric sau grupul substi-
tutiilor lui A.
Dacd pentru ne N* avem multimea A={q,,a,,...,a, }, atunci functia bijectiva

fiA—>A4, f(ak ) =a,, Vke {1, 2., n} este bine determinata de functia bijectiva
o:{L,2,..,n}>{L2,..,n}, o(k)=i, ,Vke{l,2,..,n} sireciproc. De aceea, este
suficient sd studiem comportamentul permutarilor multimii {1,2,..,n}, numite si

permutari de grad n. Notam cu S, sau O, multimea permutarilor de grad » si cu

litere mici grecesti elementele sale. Stim ca S, are n! elemente.
Lo 1 2 3 n
Permutarea ce S, se reprezintd astfel: o©= .
o) o(2) o33) .. o(n)

¢ fiind o functie bijectiva, avem: {o(1),6(2),...,0(n)}={1,2,..,n}.
2. Pentru ne N°, functia identicd a multimii 4={1,2,..,n} se noteazi cu

1 23 ... n

e=

1 23 ... n

si se numeste permutarea identica de gradul n.

Deoarece multimea S, = { e} contine doar permutarea identica, atunci cand nu vom

specifica altfel, vom considera, in fot capitolul, ca avem de a face cu multimea S, cu
neN, n=>2.
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CAPITOLUL 4. DETERMINANTI SPECIALI

CONSIDERATII TEORETICE

4.1.1. Daca 4e M, (C) este o matrice patratica, numarul

det(A4) = Z (sgno)- A5y Do) " Auoin)

oS,

se numeste determinantul matricei 4.

4.1.2 Dacd 4=[a,; L:@ € M,,.,(C) este o matrice si k este un numdr natural,
=l

1<k <m, 1<k <n, un determinant de forma

a. . .
b hJk
1 U Jk

unde 1< <...<i, <m, 1< j, <...< j, <n, se numeste minor de ordin & al matricei 4.

4.1.3. Daca Ae M, (C) este o matrice patratica, numarul

B NV o Ry A
4, i _( l) Al}_w--ql}n

Jiseeosdik Skt +5Jn

Jiseos Ji
By woos B> B> woos B = J1s s s Jiwts o Sy =4 2, ey 1))
In particular, pentru k = 1 notim cu A, minorul complementar al minorului (elemen-
tului) a;;, iar cu 4; complementul algebric.
4.1.4. Daca 4, = [A,.j]j i, Se numeste reciproca matricei 4.
4.1.5. Teorema. Dacd 4e M (C) si 4, este reciproca ei, atunci
A- A=A -A=(detd)-1

Za,j -4, =det A (dezvoltarea determinantului dupa coloana ;)
i=1

Za ;- A; =det 4 (dezvoltarea determinantului dupa linia 7).
J=1
Daca det A # 0, atunci matricea A este inversabila si inversa ei este
A = L.
det 4
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CAPITOLUL 5. MATRICE CU BLOCURI.
RANGUL UNEI MATRICE

5.1. MATRICE CU BLOCURI

Fie matricea 4e M, ,(C), m22, n22.

5.1.1. Definitie. O succesiune de & linii consecutive din matricea A (kK < m) se
numeste banda orizontalad de latime & si se pune 1n evidentd prin incadrarea acestor
linii intre doud drepte orizontale (duse printre cate doud linii ale matricei A4).

O succesiune de k coloane consecutive din matricea 4 (k < n) se numeste banda
verticala de latime £ si se pune in evidenta prin incadrarea acestor coloane intre cele
douad drepte verticale (duse printre cate doud coloane ale matricei 4).

Daca matricea A este partitionatd in p benzi orizontale si ¢ benzi verticale, orice
matrice aflata la intersectia unei benzi orizontale cu o banda verticald se numeste bloc
al matricei 4. Daca notdm blocurile cu 4;, L £i<p, 1 <;j < g, atunci matricea 4 se re-

All AIZ Alq

.o . . A21 A22 A2q
prezinta ca matrice cu blocuri sub forma: 4=

Ap; Al’z qu

5.1.2. Observatie. In matricea cu blocuri 4 =[4; ],-:Q toate matricele 4;, Ap, ...,
Jj=lq
A;y au acelasi numar de linii §i toate matricele 4y, 4y, ..., 4, au acelasi numar de
coloane.

Blocurile de dimensiune (1, ») sunt linii ale matricei 4, blocurile de dimensiune
(m, 1) sunt coloane ale matricei 4, blocurile de dimensiune (1, 1) sunt elemente ale
matricei 4.

5.1.3. Adunarea matricelor cu blocuri

Dacé matricele de acelasi tip 4, Be M, (C) sunt la fel partitionate in blocuri:
A=14;] ; =B=[B,]
Jj=lq Jj=lq

si blocurile 4; si B;; au aceeasi dimensiune (i = G, j =E), atunci adunarea matri-
celor 4 si B se face evident dupa formula: A+B=C=[C

ij ]i=Q s
Jj=lq

unde C,=4,+B,, i=1,p, j=lg.
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TESTE FINALE

TestuL F.1

F.1.1.Fie 4,B,Ce MW(C) cu A inversabila si astfel ca (A—B)-CzB-A_l.
Aratatica C-(4-B)=4"B.

F.1.2. Fiec Ae M, (C) astfel incat pentru orice X € M, (C) existd Ny e N" astfel
ca ANX . X =0. Ardtaticda 4" =0.

F.1.3.Fie 4, Be M, (C) doud matrice cu proprietatea cd A’ +B° =24B.

Demonstrati ca:
a) AB=BA.
b) Tr(A) :Tr(B).

TesTuL F.2

F.2.1. Fie m,ne N" si 4e M, (R). Aratati ca:
a) A-4'=0, & A=0,,.
b) Dacd m<n,existai Ae M, ,(R) astfel incat det(A A’ ) #0.
¢) Dacd m > n, atunci det(A : A‘)z 0.
Ovidiu T. Pop

F.2.2.Fie 4, Be M, (R) astfelca 7r(4-4'+B-B')=Tr(4-B+4"-B').

Aritaticd A=B'.

F.2.3.Fie 4= [aij }i:l,Tn o matrice cu elementele numere strict pozitive.

j=lLn
Numim ,,transformare” inlocuirea tuturor elementelor de pe o linie sau de pe o coloana
cu inversele lor. Aratati ca putem efectua o succesiune de ,,transformari” care modifica
matricea A4 in matricea B, cu proprietatea ca produsul tuturor elementelor de pe
fiecare linie si de pe fiecare coloana este cel putin egal cu 1.

99 A
1

Vasile Pop
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