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moo© ORPITOLULI o o=

SIRURI DE NUMERE REALE
§1. NOTIUNEA DE Sm

Fie k un numdr natural fixat si multimea N, ={ne NInZk}, unde
Ny =N si N, =N" sunt notatiile cunoscute.
Spunem cd o functie f:N, - R reprezints un §ir de numere reale.
Notatii uzuale pentru siruri: (a,)  , (a, Do () i) (@)
Astfel (a,) . reprezintdsirul a, a,, aj, ..., a,, a,,, .

Pentru uniformitatea prezentirii unor proprietdfi preferam notatia
(a,),.. cueventuale preciziri.

Moduri prin care poate fi definit un sir:

1. Se cunoaste formula termenului general a,

Astfel a, =@(n), ¢:N, - R.

Se poate afla orice termen al sirului cunoscénd rangul acestuia.
EXEMPLE:

3n+1 105513 3n+1
i) a,,= 2 ’ 4' S ’ 2 '
n 4 9 1 n
n n 2 3 n n
= —1 — M=t T S y -1 s e
) &=l i e 2
nt- - L4 9116 25 n’

e TR e

3
iv) a =1+-:2-+—+...+l, oricare ar fi ne N";
n

1-3-5-....(2n-1
¥)  an= 2-4-6-.(..-'1272 ), oricare ar fi ne N°,
2. Se cunoagte o relatie de recurents
EXEMPLE:

» l 3 - -
i) a=1a, =5an+5, oricare ar fi ne N*;
i) a=1a=1a,=a, +a, oricare ar fi ne N":

iii) a,=v2, a,,=,/a, +2, oricare ar fi ne N:

3a +4 2
= ,oricarear fi ne N°;

iv) a,=3,a,=

n

W) o, =1-a¥ =l(a,, +E] oricare ar fi ne N,
2 a

n

DA 5




3. Sir definit descriptiv
EXEMPLE.
1)l 2323 2o el gy

ii)  Sirul numerelor prime: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ..;
iit) 1, 0, 2:0,-053:0,0, 0,51 00,00, 55
— —

n termeni

iv) 2,3,6,0,6, 7,9, 7, .. format cu cifrele zecimale ale numarului

real \/g $

v)  Se construieste sirul ai cirui termeni reprezintd ultima cifrd a
numarului 7", pentru ne N*: 7,9,3,1,7,9,3,1,7,9 3, 1, .5

vi) Aproximarile prin lipsa ale numérului irational 7:
3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; .... Existd posibilitatea ca acelasi sir s fie determinat
atét printr-o relatie de recurentd, cat si prin stabilirea unei formule a termenului
general, dupi cum vom constata in cazul progresiilor aritmetice.

SUBSIRURI

Fiind dat un sir (a,) . , extragem din acesta termeni cu indici tot mai mari

a2’
(dupa un anumit procedeu) si cu acestia alcatuim un nou Sir.

Spunem c4 am construit un subsir al sirului (a,) , .
Sirul dat este: (a,) 1@y, Gy, @3, Gys G5, Ggy vony By oo

EXEMPLE:
Exemple de subsiruri formate dintr-un sir dat:

(a'”“)nzl: A5y Agy ooy Gpygy ooy

(@201 ),,z,: Giy Gay Gy voos oty oo
(@20) a1t @20 Gus By By oo gy oo

(a", )mi ay, Ay, g, Qig, Qg ooy B3y ooes
( ) Ay, Qyy gy Qugy vony Qs oy

(

@y,) o0 Gy, Ggy Ggy Giay iy wevy By e
Mai precis, considerdm un sir strict crescator de numere naturale
(k,) . ¢ ks kyy Ksy ooy K,y . s cODstruim sirul

(ak" )m: Gy, Gy, Gy, o Gy , .. Acesta constituie un subsir al sirului(a,) .

6 E®® CAPITOLULI ®®H




PROGRESIA GEOMETRICA

(=] Definitie
Spunem cé un sir (b, )"Z] este o progresie geometrica dacd se cunosc:
primul termen b, #0 §i un numdr real g, g€ {0, 1}, denumit ratie, astfel incét

orice termen, incepand cu al doilea, se obtine prin inmultirea celui precedent
cu ratia.

b, =b, ,q., oricare ar fin le. (relatia de recurenti)

Termenul general al progresiei geometrice este dat de formula:

b, =bq"", oricare ar fin > 2|. oricare ar fi n22.

Suma primilor n termeni ai progresiei geometrice este:

S, =b +b, +..+b, _hden s, del
e

n termeni q—l I q—l
EXEMPLE:
q2n'q2_1
1. 1+g+q* +. 4" ="— ;
% g afil) g -1
(n+1) terment

1 1 1 n=1 a |
2 1——4—=—4.#(=l) == 1+(-1)" —|, a#0,a#-1

a a8 a & a a+l\: (=1) a"]
® Teoremd

Unsir (b,),,, de numere strict pozitive constituie o progresie geometrica
daci si numai daci are loc relatia de recurenti:
bl

n+l

=b -b,,,|, oricare ar fine N'.

Consideram cunoscuti termenii diferiti b, b,.

SIRURI MONOTONE

[® Definitii
» Se considers un sir (a,) .-
i) Daci a,<a,,, spunem cé sirul este crescitor.
ii) Daci a, <a,,, spunem ca sirul este strict crescator.
iii) Daci a, 2a,,,, spunem cé sirul este descrescitor.
iv) Daci a, >a,,,, spunem cd sirul este strict descrescator.

« Orice sir strict crescitor (strict descrescitor) este crescitor (descrescator).
 Orice sir crescitor sau descrescitor, spunem cé este sir monoton.
Se considera ci rezultatele au loc oricare ar fi n, incepénd cu un anumit rang.

8 E®® CAPITOLULI @@




© Exercifii rezolvate
Sa se cerceteze monotonia urmétoarelor siruri:

3n+4
1) (an ),,z| 2 an = :

2"
2) (b" )nzl y b" =§

’

3 (). o= ; n+l=§xn+l, oricare ar fi ne N".
O Rezolvari
Va,, - =2 (n):-:i it - 3”: d — - (n4+ g ) <0. Sirul este strict descrescétor.
2) iy o 2 i B Pentru n2>1, avem buu £1<b,,,<b,.

b, (n+D)! 2" n+l ]

Sirul este descrescitor.

3) Folosim metoda inductiei matematice. X =§, 7 =i'3+ 1 =§-,
2 25 )
—x, = 8o —1—>0 Presupunem x,, >x
X=X 572 10 P 4l = X

Rezultd x,,, —x, =§th+l +1—(—§-xk +]) =§(xk+l -x,)>0.

In concluzie sirul este strict crescitor,

SIRURI MARGINITE
=] Definirii
Unsir (a,) ., este mirginit daci exist4 un interval compact (o, B] care
cuprinde toti termenii sirului.
O formulare echivalenti a proprietitii de marginire este urmitoarea:
Un sir (a,) ., este mirginit dacd existd un numdr M >0, astfel incat la,|<M,

oricare ar fi ne N".
® Exercitii rezolvate
Sé se cerceteze mirginirea urmétoarelor siruri:

dn+3
1) (an ),.21 9 an = n )

3n
2y (b)) B = :
) B b=
3) o)t =sin-”3ﬁ;

e i 1
4) (un)m,u —l+3+3—+ +3n-l’

5) (yn),.zx'yl=ae(l’ 2)' yn+l—yn—2yn+2'

m®® 9



O Rezolvare

1) a, =4+é. Observiam ca —3-53. Rezulta 4<a, <7, oricare ar fine N'.
n n

e A Es
b (n+2)! 3  n+2

n

2)

<1. Sirul este descrescitor si

b, =é. Avem 0<b, S«3-.
2 2
3) x, =sin % Observim ci x, . = x,, oricare ar fi ne N*. Intr-adevar

+6)m
sinin—)—=sin(%7£+2n)=sin’;—n. x,=sin-;—t=£, X, =sin—=—,

3 2 32
x, =sint=0, x, =sinﬂt-=—£, Xs =sin5—n-=—-\/—§. X, =sin2n=0.
- 3 2 3 2
3. 48 . B B B
(xn) : S ARy Oa T ) 0. 4P
nel 22 2 2 2
X, € ——\/i. 0, -ﬁ . Sirul este méarginit.
2 2
L e SR
n-| n
4) u,,=3 3= 3 =§——1_1-<2. Rezulta 1Sun<§.
l—I 2 2235 2 2
3 3

5 y,.,=(y,~1)" +1. Folosim metoda inductiei matematice.

Avem 1<y, <2. Presupunem 1<y, <2=>0'<yk—1<1=>1<(yk—l)2+]<2.

Rezultd 1< y,, <2. Inconcluzie y, (1, 2), oricare ar fi ne N".

§2. SIRURI CONVERGENTE
(=] Definitie

Spunem ci un sir (a@,)  este convergent citre numarul real a (tinde cétre a

n2l
sau are limita @), daci in orice vecinitate a numdrului @ se afla toti termenii
sirului, cu exceptia cel mult a unui numar finit dintre acestia.

Scriem: lim g, =a sau a, = a.

n—i+eo

Limita unui sir, daca exista, este unica.
Criteriul de convergentd cu €—n,
Un sir (a, )’lzl este convergent citre numérul real a, daci §i numai daci

are loc urmitoarea proprietate:
 pentru orice £>0, existd un rang n,, astfel incat oricare ar fi numdrul

natural n>n,, rezultd |a, —a| <.

|la, —d|<e = a,e(a-¢, ate).

10 E®® CAPITOLULI ®®E




® Exercifii rezolvate

: B o 5
1. 54 se demonstreze cé sirul (a, ), a, = it este convergent si lim a, ==,
A 2n+3 n—die 2

© Rezolvare
Fie £> 0. Avem urmitoarele inegalitati echivalente:

5n+4_§
2n+3 2

<eq4n+6>z¢=>n>l—§ (%)

<ES S
dn+6 € 4e 2

<E&=

a,——

2

3 : . . %
Ludm n, = [41—3} +1. Tinem seama ci pentru orice numir real A are loc
€

inegalitatea[A] +1> A. Pentru orice indice n > n., putem scrie:n>n_> 4l —%.
£
; ; . 3 5
Folosind rezultatele anterioare, vom obtine: 7 > Z——-;@ a, == <&t
£
Pe baza criteriului de convergent3 rezultd ci lim a, =%.
> i n® + R
2. Sise arate ci su'u] (a" )nzl ,a, = m este convergent si lim a, = 2
n N—3+4oc
© Rezolvare
Fie £>0. Avem urmitoarele inegalititi echivalente:
2
la, -2|<e = 4nz ] <£ﬁ+<£@2n2+2>l®n> S
2n" +2 2n°+2 £ 28
S 1 : 1 1 1
Luimn, =| . /J—~1|+1. Atunci n2n. > [—=1=n> [——] :bla,, -2|<e.
2e 2e 2e
. 2
Pe baza criteriului de convergents, rezultd lim ;nz I; =9
n—+os n

Proprietate

Folosind criteriul de convergenti cu €—n, putem stabili urmétorul rezultat:
* Daci un sir de numere reale, nenule, (a, )"2I este monoton si nemarginit,

o 1
atunci sirul (x,) _ , cu x, =— este convergent citre zero.
a

n

EXEMPLE:

1 | 1 1
a - 0; b) ——=0; ) ———0;, d —0;
: 3n+2 ) n’ ) V2n+1 ! log, n

e) dacd re (-1, 1), atuncisirul (x, )51+ CU X, =7" este convergent citre 0,

Astfel, spre exemplu, 5—1"- — 0, precum si (%) — 0.

= Definitie

Un sir care nu este convergent spunem ci este divergent.
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