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SUBIECTULI
Varianta 1

1. Sa se calculeze C3 +3!.

2. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log; (3x +4) =2.

] .1 ;s ; . L3
3. Sd se calculeze —+— stiind ¢d x; §1 x. sunt solufiile ecuatiei x~=x-=2=0.

4. Se considera functia f:[O,l] >R, f(x) =—x". Sa se determine multimea valorilor
functiei f.

5. Fie punctele A(2,-1) si B(-1,3). S se determine numerele reale a §i b astfel incat
AB=ai+bj.

6. Se considera triunghiul ABC cu AB=4, AC =\[7— si BC =\/§ . Sa se calculeze
masura unghiului B.

Solutii

|
1. Avem C! = 3

! ol ' . . 2
— L 2=—2=3 iar3!=1-2:3=6,deci C}+31=3+6=9.
kl(n-k)! 211

2. Se impune conditia 3x+4>0< xe& (—-‘;l-,+00) :
L

Avem log; (3x+4)=2¢ x+4=5"=2% x:7e(—%,+wj.

J.Avem S=X,+X; = —Ezl si P=x,x, =£=—2, deci —1—+L=iﬂ=—l-=—l.
a a X X2 XX, =2 2
4, Functia [este continui si strict descrescitoare, f(O) =0, f(l)=-1 = f([O.l]) =[—l. 0].

5. Stiind ¢a punctul M({x.y) are vectorul de pozitie OM = xi +yj, obtinem ca
OA=2i-j, OB=-i+3] = AB=0B-0A= (-i’+3j)—(zf-j)=—3i'+4j.
6. Aplicam teorema cosinusului:

AB 4+BC -AC? #4347 12 B, . NE)
- = =—, deci B=arccos—=

B= ”
p 2AB-AC W 3B 2 2

NE)

Varianta 2

1. Se considera functia f:& — &, f(x)=x-3. S& se determine f(—4)-f(-3)-...-f(3)-£(4).
2. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x - 2) +log, x=3.

- . ™~ . . 2
3. Si se rezolve in multimea numerelor intregi inecuatia X~ =3x+5<1.
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4. S se demonstreze ca, pentru orice x € B, numerele 3* -1, 3" §i 5.3%+1 sunt
termeni consecutivi intr-o progresie aritmetica.
5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(4,-8) si B(6.3). Sa se determine

coordonatele vectorului OA+OB . ; :
6. Sa se calculeze aria triunghiului ABC stind ca AC=2, m((BAC ) =30" si AB=4. "
dec
Solutii
1. Avem f(3)=3-3=0 sicum f(3) apare ca factor in produs, deducem ca produsul este
nul.
2. Se impun conditiile x+2>0 si x>0, deci x €(0,).
log, (x +2)+log, x=3 < log, x(x+2)=3=log, 8 = x(x+2) =8 x*+2x-8=0, =
cu solutiile x, =—4 & (0,¢) 5i x, =2€(0,%0)= x=2. .

3. x1-5x+5<1lex*—5x+4<0 <:>(x—1)(x—4)$0 = xe[l,4].
Avem [14]NZ ={1,2,3.4}.
4. Observam ca (3" —1)+(5-3' +1)= 6:3* = 2.3%! deciavem + 31, 3", 53 +1.

-

5. Avem OA =4i -8 si OB= 6i+3], deci OA+0B=10i-5] , deci vectorul OA +OB
are coordonatele (10,-5).
AB-AC'sin(£ABC)  4.2:sin30° _

6. S[ABC]= 5 = :

2.

Varianta 3

1. Si se determine al zecelea termen al girului 1, 7, 13, 19, ...
2. Se considerd toate numerele naturale de trei cifre scrise cu elemente din multimea

{1,2} . S se calculeze probabilitatea ca, alegind un astfel de numar, acesta sa fie divizibil cu 3. 4, =

3. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei N2E% =%,
4. Se considera functia f: ® — &, f(x)=2x+1. Sa se calculeze Benu

f(=2)+£(=1)+£(0)+£(1).
5. S se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele A(2,-1) si B(1-2).
6. Sa se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca AB=AC = V2 ; m(<A)=30". solin
Solutii m(C
1. Termenii sirului sunt intr-o progresie aritmetica (x, )“N. deratie r=6=7-1si

termen initial x, =1, deci x, =%, +(n—1)-r=1+6(n-1)=6n-5, VneN".

In particular, x,,=6-10-5=55.



SUBIECTUL II

Varianta 1

X; Xy Xj
1. Se considera determinantul d=| x, X; X |, unde x,,X,,X; €R sunt solut

ecuatiei x* -3x+2=0.
a) Sa se calculeze X, +x, +x;.
b) Sa se arate cd x; +X3 +x} =—6.
¢) Sa se calculeze valoarea determinantului d.
2. Pe multimea numerelor reale definim operatia xoy = Xy +4x +4y +12.

a) S se verifice dacd xoy = (x+4)(y+4)~4 pentru orice x, ye R .
b) S se calculeze x=(—4), unde x este un numir real.
€) Stiind ca operatia ,, > este asociativa, sa se calculeze (~2009) 2(—2008)5+++2 20082

Solutii

1. a) Conform relatiilor Iui Viéte, 8= . X;+X; +%; =0,
a,
b) Avem x} -3x,+2=0= X] =3x;-2. Similar obtinem x3 =3x,-2 §i x3 =3x;=2
Adunand cele trei relatii, obtinem X; +%3 + X3 = 3(x, +%, +x, )-6=—6.

X| X3 X; X)X +X3 X3 Xy 0 x, x4
C) d= XZ X3 xl = xl +X3 +xl x: X, = O X3 X, =0
X3 X X, X3+X +X, X, X, 0 % x,

2.2) Xoy=xy+4x+4y+12= x(y+4)+4(y+4)—4=(x+4)(y+4)—4, v x,yeR.

b) Avem x¢(~4)=(x+4)(—4+4)-4=—4, v xeR.

¢) Observimea xoy =(x+4)(y+4)-4= (y+4)(x+4)-4=yox, ¥ x,ye R, deci
operafia este comutativa. Avem x=(—4)=(-4)ex=—4, ¥ xeR .

Daca notam (~2009)=(-2008)=:-->(=5) =a si (=3)=+-=200852009 = b, atunci:

(~2009) = (~2008) -2 200822009 =a = (~4)=b = (ac(~4))eb=(—4)cb=—4.

Varianta 2
a b ¢
1. Se considerd determinantul d=| ¢ a b ,undea,b,ce R .
b ¢ a
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a)Pentru a=2, b=1g§i c=-1,sdse calculeze determinantul d.

b) Sa se verifice ca d =—;-(a +b+c)((a—b)2 +(b—-c)2 +(c —a)z) ,oricare arfia,b,ceR.
N -

¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia | ¢ 2% 3* |=0.
S

2. Pe multimea numerelor reale definim operatia x =y = 2xy—6x—6y+21.

a) Si se arate ¢ Xoy = 2(x—3)(y—3)+3 pentruorice X, ye E.
b) Sa se rezolve, in multimea numerelor reale, ecuafia xox =11.
¢) Stiind ca operatia ,, o * este asociativa, sa s calculeze 12 54/3 2...04/2009 .

Solutii
a b c a+b+c b ¢ 1 b c
l.ad=|c a b|=[c+a+b a b =(a+b+c)|1 a b=
b c a b+c+a c a 1 c a
1 b c
a—b b—c 2
+b+c) 0 a-b b-c|=(at+b+c)| o =(a+b+c)[(a—b) —(c—a)(b—c)]=
0 c-a a-b .

a+b+c)(a2 +b? +¢? —ab—bc—ac) =2’ +b’ +¢* —3abe.
Sau, aplicnd regula lui Sarrus, se obtine direct ¢ d = a’ +b° +¢’ —3abc.
Pentru a=2, b=1 si c=—1 obtinem d=2° +1° +(=1)" =3:2:1-(~1) =14.
b) d=(a+b+c)(a2 +b?+¢? —ab-bc—ac) = —;—(a+b+c)-

2 22 +2¢7 -2ab—2bc—Zac) = %(a+b+c)(a2 —2ab+b* +b> —2bc +C +C —2ca+a2)=

a+b+c)((a-b)2 +(b—c) +(a —c)z).
2X 3X Sx
¢) Conform punctului precedent, | 5% 2 P} =0 —;—(2x +3* +5")-
g .
) 4 -5 (25 )2)=0:> (2-3) +(> -5} +{z -5 ) =0=
P = =25 =0=x=0.
2.2) Avem xcoy=2xy-6x-6y+21= 2x(y-3)-6(y-3)+3= (2x-6)(y-3)+3=
x-3)(y-3)+3, Y x,yeR.
Luind y=x, obtinem xex=2(x-3)(x~3)+3= 2(x-3)'+3, ¥ xeR.
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b) Avem xex =2(x~3)"+3, deci xox =11 & 2(x-3)’+3=11 (x-3)Y =4
S x-3=12, cusolutiile x, =1 g Xy =5,

¢) Observam ca Xe3=2(x-3)(3-3)+3=3, ¥ xeR si 3oy=2(3—3)(y—3)+3=3
¥V yeR . Daci notaim l=\/_°"'°'\/§=x siJﬁle_o---oJM:y,;inﬁndcomca V9 =3
avem 1o4/2 24/3 6-..0 /2000 = XD\/§Dy=(X°3)0y=3cy=3.

Varianta 3

Xy Xy X3

1. Se considerd determinantul d = X2 X3 X |, unde x,X,,x;€R sunt soluti
X3 X X,

ecuatiei x> -2x =0,

a) 54 se calculeze x, +Xp+X;.

b) S se calculeze x{ +x3+x2.

¢) S se calculeze valoarea determinantului d.

2. Se considera polinoamele cu coeficienti reali f = X* + aX? -28X? +bX +96,
g=X242X-24 sih= (X2 +2x-24)(x2 —4) .

a) Si se scrie forma algebric a polinomului h.

b) Sa se determine a, be R astfel incat polinoamele f'si h s3 fie egale.

¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuafia 16* +2-8% -28.4* —8.2* 1960

Solutii

1. a) Conform relatiilor lui Viéte, avem S| =% +X;+X; = 2o,
3y

a . 2 2 2
b) S5 =xX; +X5%;3 + XX, =a—2=—2,dec1 Xi +X3 + X} =(x+x;+%;)" -
0

=2(%,X; +X,%; +x3%;) = 4.

Xl Xy X3 X +X2 +X3 Xy X3
gd=x, x; x |= Xa+X3+X; X3 X, [=0, deoarece X|+X;+X3 =0,
X3 Xy Xy X3 +X +X, x] X,

2. a) Efectuand inmultirea, obtinem h = (x2 +:zx-24)(x2 -4) =X*+2x3 -

—28X* -8X +96.
b) f=he X“+aX3—28X2+bX+96=X4+2X3—28X2—8X+96<:> a=2sib=-8
¢) Pentru a=2 §i b=-8 avem f=X*+2%X° —28%° —8X+96, f e R[X], respectiv

functia polinomiala atasatd f: R - R, F(x)=x*+2x° —28x? —8x + 96 .
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SUBIECTUL III

Varianta 1

2

X

1. Se considera functia f :R—{-1} 5> R, f(x)= o
X

a) Si se calculeze derivata functiei f.
b) S se determine intervalele de monotonie ale functiei f.

¢) Sa se demonstreze cd (x) <—4 pentru orice x <-1.
x? +e*, x<0

\/; +1, x>0 -
a) Si se arate ca functia f admite primitive pe X,

2. Se considera functia f: R - R, f(x) ={

0
b) S se calculeze Ixf(x)dx y
-1
¢) Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului

ctiei g:[0.1] > R, g(x)=1(x).

Solutii
ol f‘(x)=[ ] ]’ : (x')‘ (x+1)-x7 .(x+1)' x (x+1) x> _ x?+2x
_— (x+1)’ (x+1)° (x+1)}
x(x+22) =% xeR—{—l}.
(x+1)
b) f'(x)= x("+22) >0 pentru x & (—20,-2)UJ(0,2¢), deci functia f este strict cresca-

(x+1)
pe fiecare in parte dintre intervalele (—oo,——Z) si (0,oc).
2
£1(x) = ’E(x +)2) <0 pentru x € (~2,0)~{~1} = (~2,-1)U(~10), deci functia f este
x+1
descrescitoare pe fiecare in parte dintre intervalele (-2,-1) si (-1,0).
¢) Avem f'(x)>0 pentru x & (—0,-2) i f'(x) <0 pentru x &(~2,-1), deci xo =-2

= punct de maxim global pentru restrictia functiei f la intervalul (—oo,-l) :

=2)
Cum f(—2)=(_2—+)l=—4:> f(x)<f(-2)=-4 pentru V x <—1.

2. a) Evident functia f este continua pe intervalele (—oc,O] si (0,00) , fiind definita prin

tii continue elementare. Avem f, (0) = ﬁxx%,f(x) = lirrz(xz +e* ) =1, £(0)= 0% +e’ =1,
- o/ X—

x<l) x<0
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fa(0)=limf(x) = lim(Vx +1)=1. Din relatia , (0) = £(0) = £, (0) =1 deducem ca
x>0 x>0

este continud si in punctul x, = 0, deci functia f este continui pe intreg [E, in particular a

primitive.

4

0
b) Avem cj‘xf(x)dx= ]-x(x2+e")dx= ‘_’[(x3+xe")dx= [XT+xe“—c"} =
=t =1 ~1

-1
=-1—(l—c" —e"]= 3=0¢ 2
4 4e

¢) Avem Vol(Cg)= n]gz (x)dx = n](\/;+1)2dx = n]‘(x+2~/;+l)dx=

a 0

I
2 3
= x—+2-£x2+x =7 l+i+1J= &
2 3 I 2 3 6

Varianta 2
1. Se considerd functia f:R > R, f(x)=e" -7,

f(x)-f
a) Si se calculeze limM.
x—0 X

b) Si se arate c# functia f este crescitoare pe R.

¢) Si se calculeze S =g(0)+g(l)+-~+g(2009) unde g:R - R, g(x)=f'(x)-£
2. Se considera functiile f, F: R > R, f(x)=xe* si F(x)=(x~-1)e*.

a) Sa se verifice ca functia F este o primitiva a functiei f.

b) Sa se calculeze aria suprafetei plane determinate de graficul functiei f, axa
dreptele x=0 §i x=1.

(O (0= (£'(1)) .
¢) Sa se demonstreze ca Jf (1) (fz)(t§ ()) dt=XT]—-2,pentmorice X5
X
i

Solutii

1. f’(x)=(e" —e"‘)/ =e"+e pentru ¥ xe R = P_xg)w=f'(0)=2.

b) f'(x)=e* +e™ >0 pentru V x € R = functia f este crescitoare pel.

¢) Avem f"(x)=(f')'(x)=(e" +e )f =e"—e, deci f'(x)-f"(x)=e"+e7 -
—(e" —e"‘)=2e"‘ ,adics g(x)=2e™ pentru V xe R,
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Varianta 99

1. Se considerd functia £:(0,+%)— R, f(x)=x+2-3.3x .

a) Sa se verifice ca f'(1) = 1—% . pentru orice x >0 .
Ii2

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(10).

+
¢) Si se arate ci X 223,/;,pentru Vx>0.

3
2. Se considera functia f:[0.1] > &, [(x) =—x—1.
X+

a) Sa se calculeze j(x +1)-f(x)dx .

b) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei f, axa Ox
dreptele de ecuatii x =0 si x=1.

¢) Folosind faptul ca 1.<.(x+l)2 <4 pentru orice x [0,1], sa se arate ca volu
corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului functiei f este un numar din interv

53]
Solutii
La) £'(x)=(x+2-33K) =

Vx >0.

T J—

b) Avem f(1)=1+2-33/_=0 si f'(1)=1--$=0.Ecua(ia tangentei la graficul

functiei fin punctul de abscisa x, =1 este y—f(1)=f'(1):(x-1)= y=0.

¢) Observamea ['(x)= ;}__’_] <0 pentru ¥ x €(0,1) = functia feste strict descres-
-
cétoare pe intervalul (0,1) respectiv f \/: >0 pentru ¥ x >1, decl functia f este
&

strict crescétoare pe intervalul (1,+uc) . In concluzie, xo =1 este punct de minim global pentru

functia f, deci f(x)2f(1)=> x+2-3x20= ZJ_ Vx>0.

4
2.a) Ix+1 )dx—J'x3dx=xT+C,xe[O,l].
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si

il
Jul

3 0
2 1 1 x® x® 6 .
) 1<(x+1) <4=> —< _<l=> —< <x® pentru Vx €[0,1], deci
4 (x+1) 4 (x+1)

6 1 6 1 71 | 6 71 1 6
—dxsj 1dxg.l‘x(’dx:>—l--l(— < 2 ’dxs-x— :—l—sj = 7dxsl.
5 a(x+1) 4 Tl J(x+1) 7], 28 J(x+1) 7

o

Varianta 100

2
_x°+]

1. Se considera functia f:(0.+%)—> &, f(x)
X

3
xZ

a) Sa se verifice c@ f’(x) =X pentru orice x >0.

b) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice catre +w= la graficul functiei f.
¢) Sa se arate ¢i functia f este convexa pe (0,+2).

2. Pentru fiecare n < [V , se considera functiile f, :[0‘1] >R, f,(x)= (x“+l +1)-e" .

a) Si se determine If., (x)-edx.

b) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei f,, axa Ox si
dreptele de ecuatii x =0 si x=1.
1 1 I
¢) Sa se arate c@ Ifzoog (x)dx+ Ifzolo (x)dx 22 Jlfzo,jg (x)dx.
0 0

y]

Solugii
5 J pl
X~ +1 1 1 1 x -1
1.a) f(x)= =x+—>= f'(x)=| x+—| =1-—= ,Vx>0.
) ( ) X X ( ) ( X] x? x2

=+ X XL X7 X—r+ X

f 2 2
b) Avem m= lim (x)= lim = j]=1 si n= hm [f(x)—mx]z lim [x +l—x]=0,
X—>+0

deci ecuatia asimptotei oblice catre +» la graficul functiei feste y=mx+n=x.
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