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Capitolul 1
UNGHIURI ST ARCE

1.1. Masurarea unghiurilor si arcelor.
Cercul trigonometric

Se considera cercul ¢(O, R) si un punct fix 4 pe cerc. Pornind din punctul A4, se
imparte cercul In 360 parti egale. Fiecare sector de cerc determinat de doud puncte
consecutive ale acestei diviziuni formeazd un unghi la centru de 1° (un grad
sexagesimal), care este si masura arcului delimitat de cele doud puncte. Semicercul are
deci 180°, iar cercul are 360°. Dacé se imparte cercul in 400 de parti egale vom avea
gradele centesimale. Submultiplii:
1° =60 min = 60" 1™ =1'=605s (60").

1°=100° (100 minute centesimale); 1¢= 100 (secunde centesimale)

Se numeste radian (notat rad), masura unghiului la centru care corespunde unui arc
de lungime R (in cercul de razd R). Lungimea cercului este 2ntR.

Relatia prin care se trece de la o masura la alta este:
4

n ot a
180° 200 m
180 ,_ T ~
Avem lrad=| — | =57°14/, 1¥= ——rad; n(rad) = 180° =200%.
i 180
Este util de retinut urmatoarele corespondente:
masura
in 0° [15°]30° | 45° | 60° | 75° | 90° | 120°|135°|150°|180°|270° | 360°
grade
maAsura T T i T | Sn i 2n | 3n | S¢; 3
in Ol == || ||z |=|—|—| | —=—|2n
radiani 12| 6 4 3 12 | 2 3 4 6 2

Consideram cercul de centru O (originea
sistemului axelor de coordonate) si raza 1.

Cercul poate fi parcurs de la A(1, 0) spre
B(0, 1) (sens pozitiv — trigonometric) (fig. 1)
sau de la 4 spre B'(0, —1) (sens negativ).

Cercul definit mai sus se numeste cerc
trigonometric.

Teorema. Pentru orice numdr real ¢, exista
ke Zsia e [0, 2n], astfel incat ¢ = 2kn + o

t t
seiak=|— |, a=9—-27. "
( {271} {2n} ACLO = g0, -1y3
3




PROBLEME REZOLVATE

1. Demonstrati ca in orice triunghi ABC dreptunghic in 4 avem:
3 3
tg2£+tg2£= 2(0°+¢) . C
2 2 (a+b)b+c)c+a)

Solutie. Fie [AD bisectoarea unghiului «4BC (figura 2). Din D

AD AB AD
teorema bisectoarei avem: — = —— si atunci —— = A B
DC BC AD+ DC Fig. 2
1g.
= L, de unde AD = be . Rezulta ca smﬁ = A—D =
AB+ BC a+c 2 BD
AD AD - b _ \/ b _
a*+b*+c* +2ac

JAB + AD? o, b J@+cy +
(a+ 0)2

a’-c a-c 1_7 1-cosB 1+cosB
= : = = . Analog se aratd cd ,|———
2a” +2ac 2a
B
a+c _ AB B 2 a—c l-cosC _
= = —— = cos—. Rezulta ca tg— = tg— =
2a AD 2 B a+c 1+cosC
2
— — 2a® -
:fa bsldemtg +tg2£—a c,a b _ 2(a —-bc) _
a+b 2 2 a+c a+b (a+b)a+c)

2B+ —boYb+e) 2B+
(at+b)a+o)btrc) (a+rbb+o)c+a):

2. Demonstrati ca In orice triunghi dreptunghic ABC cu m(«4) = 90° avem

sinB+cosB = prr
p—r
Solutie. Fie I centrul cercului inscris si M, N, P punctele de C
tangenta cu laturile (4B), (4C), (BC) (figura 3). Avem AM =
=AN=x, BM=BP =y, CN = CP =z Rezultaca x + y = ¢, P
ytz=a,x+tz=b.Cum2p=a+b+c=2x+y+z),rezultd I
cix=p-a,y=p-—b, z=p— c. Patrulaterul AMIN are trei
unghiuri drepte In 4, M, N si cum MI = NI, rezulta ca AMIN

+r 2p—a 4 M B
este patrat cu latura AM =r = p — a. Avem prr_ZPma Fig. 3

p—r a

, unde p este semiperimetrul, iar 7 este raza cercului Inscris.

:b+c 2
a

c .
+ — =sin B+ cosB.
a a



2.2. Aplicatii ale trigonometriei in geometria
triunghiului dreptunghic

Folosim notatiile obignuite dintr-un triunghi oarecare ABC, dar tinem seama ca
m(«BAC) =90°.

e [, O, G, H sunt centrul cercului inscris, centrul cercului circumscris, centrul de
greutate, respectiv ortocentrul;

e [, — centrul cercului exinscris (intersectia unei bisectoare interioare cu doua
bisectoare exterioare);

e R —raza cercului circumscris; » — raza cercului inscris; , — raza cercului exinscris
tangent laturii BC = a; [, — lungimea bisectoarei dusa din varful 4; m, — lungimea
medianei din 4.

In cazul m(«4) = 90° avem H = 4; O — M mijlocul ipotenuzei BC = a.

PROBLEME REZOLVATE

Fie triunghiul ABC dreptunghic in A4, cu [, I, centrul cercului Inscris, respectiv
centrul cercului exinscris tangent la latura BC = a si r, r, razele celor doua cercuri.
Demonstrati ca:

B a+b B C_ 4a
1. ctg—= R 2. ctg—-ctg—2> ; 3.r,=p;
8¢ 8 S e P
4.ra=L; 5. Alazpﬁ; 6. Haz(p—r)x/z.
b+c—a
. ) B - .
Solutii. 1. In problema rezolvata 1 din paragraful 2.1 avem tgzz 97¢  Atunci
a+c
B a+c (a+c) a+c C a+c . . B C
ctg—=,| =, = . 2. Analog ctg—=—— si deci ctg—-ctg—=
g2 a—c a’-c b 8 g2 b ; g2 g2
_(atha+c) . Aplicand teorema mediilor = ctg£~ctgg > 2Jab -2Jab = 4a .
be 2 2 be Jbe
3. Conform figurii 4 avem S =4 ;0 = A + A, —Apey = A
_cr, br, ar, (btc-a)r, (a+b+c-2a)r, _
2 2 2 2 2
= M: (p—a)r, sideci r, = . Atunci
2 p—a
bc
ra=p < S=p(p-a)= plp-a)=—<2p(2p=-2a) = Fig. 4
=2bc. Avem 2p(2p —2a)=(b + ¢ + a)(b + ¢ —a) = b* + ¢* + 2bc — a* = 2bc.
S bc bc

. 5. Deoarece m(«MAl,) =

4. Din problema 3 avem r, =

a

p—a :2(p—a):b+c—a
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3.4. Graficele functiilor trigonometrice

Functia sin : R — [-1,1] este strict crescatoare pe fiecare interval de forma

T T . . . .
{—— + 2kn,5 + an} si este strict descrescatoare pe fiecare interval de forma

{ng 2kn,37n+ 2kn} k € Z. Graficul este dat 1n figura 8.
A

¥
Fig. 8 L) 32 @ 5m/2 é\ ~
2™\ P o2\ L Br 4n

Functia cos : R — [-1,1] este strict crescatoare pe fiecare interval de forma
[ + 2km, 27 + 2kn] si este strict descrescatoare pe fiecare interval de forma
[2km, T+ 2kn), k € Z. Graficul este dat in figura 9.
\

1
A‘/Z T 37:[% 3n o
T H 7

Sn/2 /2

1
Functia tg : R — {(2/( + 1)§|k € Z} — R este strict crescitoare pe fiecare interval

de forma (—g+kn,§+knj , k € Z. Graficul este cel din figura 10.

Functia ctg : R — {kn | k € Z} — R este strict descrescitoare pe fiecare interval de

forma (km, m + km), k € Z. Graficul functiei ctg este dat in figura 11.

y A y)\
0 0
> >
—3n/2 —n —7/2 /2 m 3n/2 | -n/2 /2 it 3m/2 Pr
Fig. 10 Fig. 11
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