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Puteri si radicali

1. Radicalul de ordinul n,ne N, n > 2

Breviar de teorie

Definitie: Fie numerelen€ N,n>2sia € R, a 2 0. Numim radical de ordin n al
numarului real pozitiv @, unicul numar real pozitiv 7, a carui putere de exponent
n este numarul @ (foarte apropiat de @, mai mic sau egal cu a).

Observatii:
1) Radicalul de ordin n al numarului real pozitiv ¢ se noteaza a si avem
echivalenta: a =< " =a, unde £ > 0.

2) Daca n = 2, atunci notam Ja inloc de ¥a.

Definitie: Fie numerele n € N, n 2 3, n impar si a € R, @ < 0. Numim radical de
ordin n (n impar) al numarului real negativ a, unicul numar real negativ ¢ a carui
putere de exponent » este numarul « (foarte apropiat de a, mai mic sau egal cu a).

Ya=tet" =a,unde £ <0.

Proprietitile radicalilor

Fie numerele m, n,pe N,n22,m>2sia,be R,a>0,b>0.
1) Ya™ =€/a—’" 2) Ya'b =atlb 3) ab =%a-4b

d_ n " n m m:n min
9 5=t 5) (Ya)' =4z 6)a=%a

Formulele radicalilor compusi (suprapusi)

Dacid a, b € [0, +0), > > b si ¢ =+a® —b, atunci sunt adevirate relatiile si
avem echivalenta:

1)\/a+\/3=,/“;"'+‘/“gc 2) \/a-\/3=‘/“—y—,/“;c.
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Probleme rezolvate

1. Ordonati crescidtor numerele: \/-2_, i/g, i/g A Q/Z, /60
Rezolvare: Folosim formula (’/_ = ”(/;7 ,mne N\ {0, 1}.
Avem: <2 = %64, 33 =81, 45 = 4125, ¥4 = 1.
Rezulta: /4, 960, /2,33, 5.
2. Determinati numarul x € (0, +) care verifici egalitatea: \/F = Q/Z‘ﬁ !

1 3 3V 3
Rezolvare; Avem x\/;=x-x2 =y \/xs/—x_ =[x2) =
1
22/;:%/5;{/2{/; =Bx = (8x)°.
3 Al 34 ! £ 1 1 ;g 12
Rezulticd: x* =82 -x? & x4 9=23 & x36 =23 <:>x=[23j SHix=22,

3. Fie p(x) = x* = 3x* = 3x — 1 §i x, =1+3/2 + 4. Calculati p(x,).
Rezolvare: Cu ajutorul formulei (¢ — 1)?, p(x) se mai poate scrie:
p(x) = (x — 1)>- 6x. Astfel putem calcula:

pe)=(Y2 434} —6-632 -6 =2+ 4+ 632 + 644 —6 - 632 ~63/4 =o.

I R . AR 1
4. Demonstrati ci existd x € R’ astfel incatx® + x% +x +§ =0.

Rezolvare: Cu ajutorul formulei (@ + 1)?, membrul drept al ecuatiei se
mai poate scrie: 2x* + (x + 1)* = 0. Aplicdm formula &* +5° si obtinem:

(2x+x+1)(a? + b*—ab) = 0, unde a=32x, b=x+1 si ® + b>— ab % 0.

1
Rezultici x=— :
€/§+1

Probleme propuse

L. Calculati valorile urmatorilor radicali:
a) V9 b) /196 ; ¢) 38; d) 3216 ;
e) 481; f) 4625 ; g) ; h) /100000 .

2. Calculati valorile urmatorilor radicali:

a) 3-8 b) /=343 ; ¢) ¥-32; d) Y243
e) ¥-1; f) ¥=10000000; g) ¥=512; h) $/~0,000000001 .
7




. Stabiliti valorile urmatorilor radicali:

a)\[zm; b)\/34_°; C)%/ZW; d)Q[ST;

OAT™; . AR ARy R S sy ¢ i
D2 D™ Iy Y9
m 2% o> Y™ p Yor.

. Calculati:

a) V36 +2:/0-316; b) /64 + =27 +53-1+31000 ;

9 { 7 Jhd b {243
c) 3¥16 + 24625 5410000 ; d \/:+ __+{/:+ st
)3Hih ¥ ) 4 8 Vie V32

e) 3/0,000001-4/5* - 16 ; o Lol il
) D Taoos 41
. Determinati partea Intreaga a urmatoarelor numere reale:

a) V11 ; b) /83 ; c) 326; d) 328 ;
e) {14 ; f) 424 g) I-11; h) ¥-32;
i) 3225, i) ¥=40; k) 1000 : 1) $/2000 .

. Determinati partea intreagd a numerelor reale:

a) V2, \f2+\/5, \/2+\/2+\5;
b) ¥6, Y6+36, Y6+36+6 ;
) }/2+\/2+-.-+\/51, {/i+{/6+...+€/g

2003 radicali 100 radicali
. Pentru ce valori ale numarului x € R, au loc egalitatile?

a)\/;=x; b)\/;=—x; C)i‘/x_3=x; d)i[x_3=—x;
o dx'=x; Ht=-x; @ Ya+)f=x+1; b)Y+ =—x-
) Y-+ =2x-1;  § fa-1F + 34 =1

. Pentru ce valori ale numarului x € R, sunt definite urmatoarele expresii?

a) Vx?—3x: b) V—x?+3x-2; c) ¥2x-1

d) 4—1 e) Yxt+x-2; d
% —4x+3

g) </ h) U —x+1; i)




5. Ecuatii irationale. Inecuatii irationale

Breviar de teorie
* Se numeste ecuatie (respectiv inecuatie) irationald orice ecuatie (respectiv

inecuafie) in care necunoscuta se afli sub cel putin un radical.
Exemple: Nx—1=2, x+{x =3 Jx+1>x.

* Prima etapa in cadrul rezolvarii ecuatiilor (respectiv inecuatiilor) irationale este
punerea conditiilor de existentd a radicalilor (pentru radicalii de ordin par).

* Pentru rezolvarea ecuatiilor irationale se pun si conditii de compatibilitate a
acestora (ambii membri ai ecuatiei trebuie si aiba acelasi semn).

* Metoda obisnuitd de rezolvare a ecuatiilor (respectiv a inecuatiilor) irationale
consta in eliminarea radicalilor, fie ridicAnd ambii membri la puteri convenabile,
fie efectudnd diferite substitutii pentru a reduce ecuatiile (respectiv inecuatiile)
irationale la ecuatii (respectiv inecuatii) deja studiate (de exemplu, ecuatiile de
gradul I sau II sau inecuatiile de gradul I sau I1).

* Ultima etapa in cadrul rezolvarii ecuatiilor irationale consta in verificarea soluti-
ilor obtinute att in ecuatia initiala, cat si in domeniul de existentd al ecuatiei
adica efectuarea probei (pentru a fi convinsi ca , solutiile obtinute” nu sunt solutii
strdine, introduse prin ridicarea la putere a ecuatiei irationale).

Probleme rezolvate

2x+1
1. Rezolvati in R \{-2} urmitoarea ecuatie irationala: x=/ TR
Rezolvare: e
Domeniul de existentd este dat in ipoteza.

* 1e ~ . ~ .e o A% . 3
Ridicam ecuatia la cub in ambii membri si obtinem: x” =

2x+1
x+2
20 -2x— 1 =0sau (- 1)(2+ 1) + 2x(x2— D=0& (P-1)(x+1)2=0.
Multimea solutiilor este {1, 1}.
servaie: fiind o ecuatie de gradul patru, are patru radacini, adica
X SN, —1,x4= 1%

sau

T » 1 1.3 3
Rezolvati in R urmaitoarea ecuatie irationala: Y8+ x +/8—x =4.
zolvare:

Domeniul de existentd este dat in ipoteza.
Ridicam ecuatia la cub in ambii membri si obtinem:
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8+x+8—x+3€/§+x-’8—x-(i/§+x+2/§—x)=4:‘>
8+x+8—x+3\/-‘8+x-%/8—x-4=64:>16+3%/8-|—_x-\/-‘8—x-4=64:>
R+ x-PB-x=12=> o4 — x> =4 sau 64 —x> =64, deci x*=0.
Aceasti ecuatie de gradul al doilea are raddcinile x, =x,=0.
Multimea solutiilor este {0}.

3. Rezolvati in R urmdtoarea ecuatie irationala: \/3 x+1+ \/3 xX+2+ «/3 x—1=0.

Rezolvare:.
Domeniul de existentd este dat in ipoteza.

Daci a + b + ¢ = 0, atunci, din dezvoltarea
(a+b+ey=a+b+c+3a+ b + c)(ab + bc + ca) — 3abc,

obtinem: @’+ b* + ¢* = 3abc.
Efectuam substitutiile: a=x+1,b= Yx+2,c=3x—1,a,b,ceR, deoarece

radicalii sunt de ordin impar.
Rezults x+1+x+2+x—1=3Y(x+1)(x+2)(x-1) sau

(Bx+2)’ =27(x+)(x+2)x-D <
62
27x° + 545t +36x+8=27(x2 =1)(x+2) <> 36x+8=-2Tx—54 S x=—2.

Verificare:. 62
Prin calcul direct rezultd ca X = ) este solutia unica a ecuatiei.

4. Rezolvati inecuatia irationala: V3x +x+1<5.

Rezolvare:
3x=>0
Domeniul de existenta este < xe[0,+0).

Ridicim inegalitatea la patrat: 3x +x+1+ 24/3x(x+1) < 25 sau

23x(x+1) £24-4x & J3x(x+l) <12-2x.

numai daca 12 — 2x = 0, deoarece membrul sting

Inegalitatea este valabila
0, 6].

este pozitiv. Deci x € (=, 6] si cum x € [0, +), obtinem x & [
Ridicam inegalitatea precedenta la patrat si obtinem:
3x(x+ 1) < 144 —48x + 4x* &
x2=5lx+ 144>0 < (x—3)(x-48)20 & xe(—x, 3] U[48, +w).
Multimea solutiilor inecuatiei date se determina rezolvand sistemul:

x €[0,+0)
x € (—=,6]
x € (—0,3]U[48,+x)

=x e [0, 3]. Multimea solutiilor este [0, 31.
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Probleme propuse

1. Rezolvati urmatoarele ecuatii irationale:

a)\/;+_2=3; b)x/Zx——=5; c) v3x-2=-3;

d) Vx*-7=3; O V2x'+x+4=7; fHJa-x= 3
2. Rezolvati urmitoarele ecuatii irationale:

a) dx—-1=2; b) YBx-2=1; c) ¥2x-3=-5;

d) 2¥x+7=0: )P 25 =1 f) Y2x? —5x+4 =13,
3. Rezolvati urmitoarele ecuatii irationale (n € N*, n > 2):

a) Yx—-2=2; b) V‘sz—x+3%—]; ) Y5x-2=3;
d) Ix* ~x-1=-1; e) ¥2x+3=1: f) *Y3x+2 =1,

4. Rezolvati urmatoarele ecuatii irationale:
a) «/m=\/2x—l; b) ~/3x—2=\/x~3; c) \/4x2—3=m;
d) V25 —3x+1=x+1; o) V2x-3=Px—1; 2 —x+1=32+1.
g V3x'-x+4=3x—2; n)¢o2-a-3x.
5. Rezolvati urmitoarele ecuatii irationale:
a)\/l_——x=x+1; b) 3\/x_+l=x+1;
c) \/l+7=x+1; d) v4—x* =1-x;
e) \/x2—3x+2=3—x; f) VX’ +9+x-7=0.
6. Rezolvati urmitoarele ecuatii irationale:
a) \/ATZ—\/T,\':I; b) s/xT5+\/10—x=3;
B —1+/x—3=1; d) Vx+4+/2x+7=2:
€) Vx—1+3x—2=3; D Vx+1+/x+6=5;
g) V8—x+Vx—3=3: h) Vi+x—I—x=x.
- Rezolvati urmitoarele ecuatii irationale;
a) Vx+9+Vx+1=4x+16: b) V2x-1-vx-1=2x-9:
) Vx-2+/x+1=/x+6: d) Vx+l-Vx—1=2x_1-1;

e) Vx+1++/x+9 =s/;+\/x+l6 3 f) \/x—1+\/2x+l =2§‘/2x2-x—l.

Rezolvati urmaitoarele ecuatii irationale:

2\/x+l+3\/x—2_l_ b) 2x+3++/x+10

3x+1+/x-2 3Wx+3—vx+10

a)
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